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分 一 、 本 课程 的 目的 


“ 实 变 函 数 ” 这 一 课程 的 最 终 目 的 是 建立 一 种 新 的 (对 于 已 有 的 Riemann 
积分 而 言 ) 积 分 理论 Lebesgue 积分 理论 。 

既然 已 经 有 了 Riemann 积分 ,并 且 这 一 积分 已 经 得 到 了 成 功 ,广泛 的 应 
用 ,那么 ,为 什么 还 要 建立 Lebesgue 积分 呢 ? 在 学 习 Lebesgue 积分 之 前 ,我 们 
有 必要 简要 地 讲述 一 下 这 个 问题 。 

1. Riemann 积分 存在 着 其 自身 不 可 克服 的 缺陷 

19 世纪 后 期 , Riemann 积分 日 趋 成 熟 , 其 应 用 日 趋 广泛 和 深入 ;但 同时 ， 
Riemann 积分 本 身 所 存在 的 严重 缺陷 ,也 逐渐 暴露 出 来 ,逐渐 被 人 们 所 认识 。 
这 些 缺 陷 主 要 有 以 下 三 个 方面 。 

首先 ,Riemann 积分 的 可 积 函 数 范围 过 于 狭窄 。 例 如 , 像 Dirichlet 函数 这 
么 简单 的 函数 : 


和 并 为 L0,1] 上 的 有 理 数 

D(xr) 一 

0， xz 为 [0,1] 上 的 无 理 数 

对 Riemann 积分 来 说 ,都 是 不 可 积 函 数 。 这 一 缺陷 ,是 由 Riemann 积分 的 定义 
所 直接 产生 的 。 按 Riemann 积分 之 定义 ,一 个 函数 的 Riemann 可 积 性 本 身 就 
已 经 包含 着 对 该 函数 的 这 样 一 个 要 求 :该 函数 不 能 “ 太 不 连续 ”( 这 一 “ 太 不 连 
续 ” 的 确切 含义 ,只 有 到 Lebesgue 积分 建立 之 后 才能 严格 地 描绘 清楚 )。 也 就 
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是 说 ,事实 上 ,Riemann 积分 基本 上 是 为 连续 函数 “服务 ”的 积分 理论 。 而 随 着 
数学 和 其 他 自然 科学 的 发 展 ,提出 了 大 量 的 不 连续 函数 ,这 时 ,Riemann 积分 的 
可 积 函 数 范围 过 二 狭窄 这 一 缺陷 ,也 就 更 为 突出 了 。 

第 二 ,Riemann 积分 的 运算 不 够 灵活 ,不 够 方便 。 例 如 ,对 于 积分 与 极限 运 
算 次 序 的 交换 、 级 数 的 逐 项 积分 和 累 次 积分 的 积分 次 序 的 交换 等 运算 ,Rie- 
mann 积分 都 要 求 很 强 的 条 件 。 但 在 许多 问题 中 ,这 些 条 件 根本 就 不 具备 ,有 
时 即使 具备 ,验证 起 来 也 常常 十 分 困难 。 因 此 ,人 们 深 深 地 感到 ,Riemann 积分 
在 运算 上 不 够 灵活 、 不 够 方便 。 

第 三 ,对 于 积分 理论 体系 本 身 ,Riemann 积分 也 有 一 些 不 尽 如 人 意 之 处 。 
比如 ,作为 微 积分 学 中 枢 的 微 积分 基本 定理 的 条 件 过 强 , 又 如 可 积 函 数 空间 的 
不 完备 性 等 等 。 

2. Lebesgue 积分 的 产生 及 其 在 理论 上 和 应 用 上 的 重要 意义 

正 由 于 Riemann 积分 的 上 述 缺 陷 , 到 19 世纪末, 许多 数学 家 都 意识 到 ,Ri- 
emann 积分 应 该 被 发 展 . 被 推广 ,并 且 都 在 为 创立 一 种 其 应 用 范围 更 加 广泛 、 
运算 更 加 灵活 方便 并 且 其 理论 体系 也 更 加 完善 的 新 的 积分 理论 而 努力 。 其 中 
比较 著名 的 数学 家 有 Jordan(1838 一 1922), Borel(1871 一 1956) 和 Lebesgue 
(1875 一 1941) 等 ,而 以 Lebesgue 的 工作 最 为 成 功 。20 世纪 初 , 在 集合 论 诞 生 
的 基础 上 ,一 种 新 的 被 人 们 以 Lebesgue 的 名 字 命 名 的 积分 Lebesgue 积分 
应 运 而 生 。 在 Lebesgue 之 后 有 许多 数学 家 ,如 Riesz (1880 一 1956), Radon 
(1887 一 1956) 等 对 新 的 积分 理论 又 作 了 进一步 的 发 展 和 改进 。 

Lebesgue 积分 在 很 大 程度 上 克服 了 Riemann 积分 的 缺陷 , 它 的 应 用 范围 
大 大 扩展 ( 像 Dirichlet 函数 等 大 量 的 Riemann 不 可 积 函数 , 均 已 属 Lebesgue 
可 积 函 数 之 列 ); 前 面 所 提 到 的 种 种 运算 ,都 将 方便 灵活 得 多 ;Lebesgue 积分 的 
理论 体系 也 更 加 完善 。 因 而 当 这 种 新 的 积分 理论 或 者 说 积分 工具 产生 之 后 ， 
立即 在 数学 的 许多 分 支 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,产生 了 深远 的 影响 。 例 如 , 它 促 
进 了 泛 函 分 析 这 一 重要 的 数学 学 科 的 诞生 ; 它 的 概念 .理论 和 方法 被 广泛 应 用 
于 微分 方程 .积分 方程 和 计算 数学 等 学 科 ;Fourier 分 析 .还 近 论 等 学 科 也 和 实 
变 函 数论 有 紧密 的 联系 。 在 这 里 我 们 要 特别 提 到 的 是 , 实 变 函 数论 与 概率 论 
这 门 数 学 学 科 之 间 的 密切 联系 。 实 变 函 数论 或 者 说 Lebesgue 积分 理论 产生 之 
后 ,立即 成 为 概率 论 的 理论 基础 。 概 率 论 中 的 一 些 基本 概念 ,如 概率 、 随 机 变量 
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及 其 数学 期 望都 只 不 过 分 别 是 概率 测度 空间 中 的 测度 、 可 测 函 数 和 积分 。 由 
于 概率 论 和 实 变 函 数论 在 其 基本 概念 之 问 的 这 种 令 人 意 想 不 到 的 相似 性 ,人 
们 甚至 可 以 说 ,概率 论 就 是 概率 测度 空间 上 的 实 变 函 数论 。 总 之 ,Lebesgue 积 
分 的 广泛 而 深刻 的 应 用 说 明 ，, 实 变 函 数论 已 成 为 现代 数学 的 重要 分 支 , 它 在 各 
个 数学 学 科 中 的 应 用 ,已 成 为 现代 数学 的 一 个 特征 。 


会 二 、 本 课程 的 特点 


与 其 他 一 些 数学 课程 相 比较 ,本 课程 有 以 下 三 个 明显 的 特点 : 

(1) 本 课程 中 基本 上 没有 计算 问题 ,整个 内 容 就 是 由 概念 和 定理 (以 及 引 
理 、 推 论 等 ) 所 组 成 ,其 中 的 习题 也 是 某 些 定理 、 结 论 的 证 明 。 

(2) 本 课程 中 的 概念 有 较 高 的 抽象 性 ,即使 肖 过 其 定义 ,也 未 必 能 真正 理 
解 其 本 质 食 义 。 

(3) 本 课程 呈现 出 较 强 的 逻辑 性 ,其 整个 内 容 就 是 由 严密 的 逻辑 性 将 所 有 
的 概念 和 定理 联系 在 一 起 所 构成 的 一 个 理论 体系 。 本 课程 中 的 许多 定理 的 证 
明 过 程 较 长 ,技巧 性 较 强 ,难度 较 大 ,其 中 的 不 少 习 是 也 有 较 高 的 难度 和 技 瑟 
性 。 因 此 可 以 说 ,本 课程 是 训练 提高 学 生 的 逻辑 思维 能 力 的 最 好 的 课程 之 一 。 

正 由 于 本 课程 的 以 上 特点 ,使 得 本 课程 成 为 (学 习 该 课程 的 ) 学 生 感 到 难 
度 最 大 、 最 为 难 学 的 课程 之 一 。 正 如 一 本 实 变 函数 教科 书 的 前 言 中 所 说 :“ 然 而 
不 幸 的 是 ,这 门 课程 似乎 名 声 欠 佳 。 不 少 学 过 实 变 函 数 的 学 生 除 了 留 下 ' 抽 象 、 
诲 涩 ?的 印象 之 外 ,收获 不 多 。 一 种 为 分 析 数 学 带 来 如 此 巨大 简化 的 理论 , 竞 被 
当做 一 种 复杂 得 令 人 难以 接受 的 东西 ! 这 值得 数学 家 们 深思 。”( 参 考 文献 [6]) 


合 三 、 本 教材 的 编写 目的 及 其 实施 途径 


针对 “ 实 变 函 数 ” 的 上 述 课 程 特点 ,在 广 采 已 有 教材 之 长 ,在 取材 适宜 、 先 
进 , 体 系 完美 , 刻 辑 严谨 和 论述 精练 等 一 般 编写 目的 的 基础 上 ,本 教材 以 降低 
本 课程 的 接受 难度 、 提 高 教学 质量 为 主要 编写 目的 ,以 加 强 基本 技能 的 训练 和 
采用 简洁 明了 的 阐述 方式 为 实施 途径 。 与 已 有 其 他 实 变 函数 教材 比较 ,本 教 
材 的 这 一 编写 目的 及 其 实施 途径 ,具有 鲜明 特色 。 

1. 本 教材 加 强 了 本 课程 基本 技能 的 训练 ,如 

(1) 在 概念 方面 :本 教材 在 介绍 了 一 个 概念 的 定义 之 后 ,不 是 立即 转 入 定 
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理 的 证 明 , 而 是 尽 可 能 先 对 这 一 概念 本 身 作 一 些 探讨 ,其 内 容 诸如 对 此 概念 的 
简单 解释 ,此 概念 的 简单 性 质 , 其 充分 条 件 和 必要 条 件 等 。 通 过 这 些 探讨 ,一 方 
面 可 从 不 同 的 侧面 反映 此 概念 的 本 质 含义 ,使 学 生 在 刚 开始 接受 这 一 概念 时 ， 
就 对 它 有 一 个 全 面 深 刻 的 认识 (这 无 疑 对 整个 课程 的 学 习 是 有 益 的 ); 另 一 方 
面 , 这 些 探讨 也 常常 正 是 对 后 面 的 定理 证 明 在 基本 技能 方面 的 准备 ,为 其 铺 平 
了 道路 。 

(2) 在 定理 证 明 方面 :对 于 一 些 证 明 过 程 较 长 ,难度 较 大 的 定理 ,在 证 明 这 
一 定理 之 前 ,尽量 为 这 一 定理 作 一 些 基 本 技能 上 的 准备 工作 。 比 如 ,在 对 课程 
内 容 深 入 研究 的 基础 上 ,将 该 定理 证 明 中 的 部 分 结论 (这 常常 是 一 些 基 础 性 、 
工具 性 的 基本 结论 ) 在 该 定理 前 面 的 有 关 章 节 中 预先 得 到 解决 (有 了 时 编 为 习 
题 ) 。 因 为 此 时 仅 解决 一 两 个 部 分 结论 ,学 生 不 会 感到 困难 。 这 样 ,在 证 明 这 一 
定理 本 身 时 ,学 生 已 具备 了 证 明 这 一 定理 的 某 些 技能 和 方法 ,因而 大 大 降低 了 
这 一 定理 接受 上 的 难度 。 

(3) 在 第 一 章 集合 论 和 第 二 章 点 集 论 中 ,本 教材 为 以 后 内 容 做 了 更 多 的 基 
本 技能 方面 的 准备 工作 ,从 而 大 大 降低 后 面 不 少 难点 的 难度 。 

这 些 基本 技能 的 训练 ,不 仅 对 概念 的 认识 更 加 深入 .透彻 ,使 疑难 定理 的 
证 明 因 路 自然 . 颇 畅 ,使 其 证 明 过 程 简明 、 清 晰 ,更 重要 的 是 为 本 课程 中 的 难点 
预先 做 了 充分 的 准备 和 铺垫 ,使 学 生 在 学 习 这 一 难点 之 前 在 概念 上 、 在 论证 技 
巧 上 就 具有 了 更 多 的 解决 这 一 难点 的 能 力 ,能 力 提高 了 ,自然 会 感到 “难点 不 
难 ”, 因 而 有 效 地 降低 了 课程 的 接受 难度 。 并 且 这 些 训练 主要 由 学 生 自 行 完 成 ， 
从 而 激发 了 学 生 的 学 习 兴 起 ,促进 了 学 生 的 独立 工作 能 力 的 培养 和 提高 ,提高 
了 教学 质量 。 

2. 本 教材 在 采用 简洁 明了 的 阐述 形式 方面 所 做 的 工作 ,除了 使 论述 严谨 、 
精练 ,步骤 、 层 次 更 加 清晰 ,分 明 外 ,特别 采用 了 以 逻辑 符号 "二 ”分 步 列 出 定理 
的 证 明 步 骤 及 证 明 依 据 的 论证 形式 。 与 一 般 的 文字 阐述 形式 相 比 较 , 这 种 形 
式 使 定理 的 证 明 步 又 、 方 法 技巧 以 及 证 明 依据 和 所 用 工具 都 以 形象 化 的 形式 ， 
清 清楚 楚 .一 目 了 然 地 展现 在 读者 面前 , 既 加 深 了 定理 的 理解 ,又 便于 记忆 。 因 
而 也 有 效 地 降低 了 课程 内 容 的 接受 难度 ,促进 了 教学 质量 的 提高 。 第 一 版 使 
用 中 学 生 对 这 种 论证 形式 反映 很 好 。 
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会 四 、 关 于 本 教材 内 容 及 阐述 格式 上 的 几 点 说 明 


本 教材 共 六 章 , 另 有 两 个 附录 , 详 见 目录 或 正文 。 下 面 对 本 教材 内 容 作 三 
点 说 明 : 

(1) 本 教材 没有 包括 不 少 实 变 函 数 教材 中 所 包含 的 关于 L* 空间 的 内 容 。 
因为 这 一 内 容 在 泛 函 分 析 中 阐述 更 为 恰当 ,在 作者 所 编 《 泛 函 分 析 基 础 及 应 
用 》 一 书 中 已 作 了 论述 。 

(2) 本 教材 附录 一 对 抽象 测度 和 抽象 积分 理论 作 了 简单 的 阐述 。 由 于 本 
教材 所 采用 的 Lebesgue 测度 和 Lebesgue 积分 的 建立 方式 都 很 易于 向 抽象 济 
度 和 抽象 积分 推广 ,所 以 虽然 附录 一 篇 幅 不 长 ,但 是 ,通过 其 内 容 的 学 习 , 读 者 
可 对 抽象 测度 和 抽象 积分 理论 有 一 个 初步 的 认识 ,以 满足 某 些 应 用 上 的 需要 。 
同时 ,该 附录 内 容 的 学 习 , 对 于 在 高 观点 之 下 ,进一步 加 深 读者 对 Lebesgue 测 
度 和 Lebesgue 积分 的 理解 ,也 是 有 益 的 。 

(3) 本 教材 第 五 章 对 Lebesgue 积分 的 建立 ,采用 了 从 非 负 简单 函数 的 积 
分 到 非 负 可 测 函 数 的 积分 ,最 后 到 一 般 可 测 函 数 的 积分 的 方式 。 事 实 上 ,Lebe- 
sgue 积分 的 建立 尚 有 多 种 方式 ,比如 ,有 以 Riemann 积分 的 “分 割 , 求 和 ，, 取 极 
限 ” 的 思想 方法 为 基础 (当然 和 Riemann 积分 有 本 质 的 不 同 之 处 ) 的 建立 方式 。 
国内 部 分 教材 即 采 用 这 一 方式 。 这 两 种 方式 相 比 ,前 者 论述 简捷 , 且 更 易于 向 
抽象 积分 推广 。 因 此 ,近年 来 这 一 方式 为 许多 中 外 实 变 函 数 著作 所 采用 。 但 
是 ,不 能 不 看 到 ,这 一 方式 在 一 定 程度 上 掩盖 了 Lebesgue 积分 和 Riemann 积 
分 在 积分 的 基本 思想 上 的 本 质 差别 ,不 能 使 人 们 直接 看 到 在 积分 的 基本 思想 
上 ,Lebesgue 积分 对 Riemann 积分 的 改进 之 处 、 高 明之 处 。 因 此 ,本 教材 附录 
二 阅 述 了 Lebesgue 积分 的 后 一 建立 方式 。 作 者 希望 这 一 附录 能 有 助 于 读者 进 
一 步 加 深 对 Lebesuge 积分 的 认识 。 

对 于 本 教材 的 阐述 格式 , 作 以 下 说 上 明 : 

(1) 本 教材 中 常用 如 下 阐述 格式 ; 

“命题 A 一 一 命题 B (定理 C)” 
或 
-“ 式 A 一 式 B (定理 C)” 
上 面 各 式 右 端 括号 中 之 定理 (或 推论 等 ) 即 为 左 端 逻辑 式 或 等 式 之 依据 。 


《2) 在 对 充 要 条 件 的 证 明 中 ,记号 “证 一 > 一”:” 即 表示 必要 条 件 的 证 明 ， 
记号 “证 一 ”:” 即 表示 充分 条 件 的 证 明 。 

(3) 在 对 两 集 A 和 B 的 相等 关系 “A 一 B” 的 证 明 中 ,记号 “证 ‘ 忆 ”:” 即 表示 
包含 关系 “ACB” 的 证 明 , 记 号 “证 ‘ 刁 ",” 邑 表示 包含 关系 “A 必 B” 的 证 明 。 

为 阅读 方便 ,本 教材 末 附 有 符号 索引 和 名 词 索引 。 

本 教材 是 2001 年 版 的 修订 版 。2001 年 版 是 在 作者 为 10 多 届 学 生 讲 授 实 
变 函 数 课 讲 稿 的 基础 上 ,经 认真 整理 而 成 。 此 次 出 版 对 2001 年 版 某 些 内 容 作 
了 修改 或 调整 ,使 得 更 加 有 利于 课堂 教学 ,更 有 利于 学 生 自 学 ,更 有 利于 教学 
质量 的 提高 。 

由 于 水 平 所 限 , 本 教材 中 定 有 错误 和 不 当 之 处 , 敬 请 专家 和 读者 不 音 指 
正 。 


作 者 
2012 年 10 月 


8 1.1 集合 及 其 运算 1] 
31.2 了 肌 射 集合 间 的 对 等 美 系 PN 15 
§ 1.3 可 数 集 与 不 可 数 集 pp 21 
§ 1.4 集合 的 基数 8 


是 第 二 章 二 维 空间 中 的 点 集 > 
2.1 nn 维 空间 RY ee 39 
$2.5 点 集 间 的 距离 eee 62 


Lebesgue 测度 68 


§ 3. 1 测度 概念 的 概述 及 准备 eons 68 
§ 3.3 可 测 集 及 其 测度 
§ 3,4 可 测 集 族 84 
§ 3.5 乘积 空间 .94 


§ 4.2 可 测 函 数 的 概念 


§ 4.3 可 测 函 数 的 性 质 …… 


§ 4.4 可 测 函 数列 的 收 敏 性 和 RN 
§ 4.5 可 测 函 数 的 结构 ee 


由 第 五 章 Lebesgue 积 分 1! 


$5.1 非 负 可 测 函 数 的 积分 … 
§ 5.2 一 般 可 测 函 数 的 积分 … 


§ 5.3 Tepesgoe 积分 3 Riemann 积分 的 基尼 es 


§ 5.4 重 积 


入 第 六 章 ” Lebesgue 积分 与 微分 的 关系 C6“ |! 


$ 6.1 单调 函数 的 微分 性 质 


§ 6.4 Lebesgue 积分 与 微分 的 关系 


是 附录 一 ”抽象 测度 与 抽象 积分 理论 简 述 


路 附录 二 ”Lebesgue 积分 的 另 一 种 建立 方式 】 


和 符号 索引 
和 名词 索 引 
有 参考 文献 


252 


256 


研究 集合 的 一 般 性 质 的 数学 分 支 称 为 集合 论 。 这 一 数学 分 支 是 由 德国 数学 家 
Cantor 于 19 世纪 末 创 立 的 。 集 合 论 被 创立 之 后 ,其 基本 概念 和 方法 很 快 渗透 到 
数学 的 各 个 领域 中 去 ,并 成 为 整个 数学 的 基础 。 实 变 函 数论 即 是 在 集合 论 的 观点 
和 方法 渗入 数学 分 析 的 过 程 中 所 产生 ,并 且 其 本 身 就 是 建立 于 集合 论 的 基础 之 上 
的 。 

本 章 分 集合 的 运算 和 集合 的 基数 两 部 分 。8 1. 1 研究 集合 的 运算 。 在 这 一 节 
中 ,除了 集合 运算 的 基本 内 容 外 ,也 包括 了 集合 运算 的 一 些 更 加 深入 的 结果 ,为 以 
后 各 章 的 某 些 重要 内 容 做 好 准备 ,打下 宽广 坚实 的 基础 。 这 一 节 对 于 学 好 本 课程 
十 分 重要 ,读者 必须 给 予 足 够 的 重视 。 可 以 这 样 说 ,这 个 课程 中 的 不 少 难点 ,就 难 
在 集合 运算 上 。 本 章 % 1.2,81.3 和 8$1.4 建 立 集合 的 “基数 "概念 及 其 性 质 。 所 
谓 “ 基 数 ”, 即 是 有 限 集 的 “元 素 个 数 "这 一 概念 在 无 限 集合 上 的 推广 ,这 一 概念 也 是 
本 课程 的 重要 基础 之 一 。 


$ 1.1 集合 及 其 运算 


一 、 集 合 的 概念 

1. 集合 概念 及 其 表示 法 

“集合 "和 "元 素 " 是 集合 论 乃 至 整个 数学 的 基础 概念 。 这 两 个 概念 不 能 进行 定 
义 。 在 实 变 函 数论 中 ,对 这 两 概念 ,我们 将 满足 于 如 下 朴素 的 描述 : 

所 谓 集合 ,就 是 具有 某 些 特殊 性 质 的 事物 的 全 体 。 集 合 中 的 事物 即 称 为 该 集 
合 的 元 素 。 以 后 也 简称 集合 为 集 。 

我 们 将 用 大 写字 母 A,B,X,Y 等 表示 集合 ,用 小 写 a.b,x,y 等 表示 其 元 素 。 
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设 A 是 一 个 集合 ,x 是 一 个 事物 , 若 zx 是 A 的 元 素 , 则 称 z 属 于 4 , 记 为 <EA; 
若 zx 不 是 A 的 元 素 , 则 称 x 不 饥 于 A, 记 为 rEA。 
注 1 任 一 集合 4 和 任 一 事物 x 之 间 ,zEA 和 xEA 二 者 必 居 其 一 且 仅 居 其 
通常 ,集合 的 表示 法 有 以 下 两 种 : 
(i) 列举 法 , 即 把 一 个 集合 ,比如 集合 A 的 所 有 元 素 4 ,5,c.…- 全 部 列举 出 来 . 
表示 为 
A= {a,b,c )。 
(ii) 描述 法 , 即 用 一 集合 A 的 元 素 所 必须 且 只 需 满足 的 条 件 P 来 描述 ,表示 为 
A 二 {zx:x 满足 条 件 P}。 
例 1 由 四 个 自然 数 1,2,3 和 4 所 构成 的 集合 A 可 表示 为 
A= {1,2,3,4}。 
例 2 自然 数 的 全 体 所 成 之 集 , 以 后 记 为 N, 可 表示 为 
N= {11,2,3,.…}。 
例 3 实数 全 体 所 成 之 集 , 以 后 记 为 R' . 即 表 示 为 
R' = (rr:r€E(— ,To0)}, 
例 4 方程 x’ 一 1 二 0 的 解 z+ 的 全 体 所 成 之 集 即 表 示 为 
(x:7’:—1= 0)。 
例 5 设 EE 为 一 集合 ,f(x) 是 定义 于 E 的 一 个 实 值 函数 ,a 为 一 实 常 数 , 则 我 
们 用 记号 
E[zx:f(x)>al 
表示 E 中 使 f(z) 的 值 大 于 a 的 那些 xz 的 全 体 所 成 之 集 , 即 
Elx:f(r)>al= {r:r€EE, f(x) > a), 
以 后 我 们 也 将 记号 ELzx:f(z) >> aj] 简 记 为 ELf > aj。 类似 可 定义 ELJ 宕 
aj,E[f< 过 aj 和 ELf/ 才 aj 等 。 
下 面 我 们 引入 空 集 、 单 元 素 集 、 集 族 和 集 列 的 概念 。 
不 含 任何 元 素 的 集合 , 称 为 空 集 , 记 为 她 。 
仅 含 一 个 元 素 的 集合 , 称 为 单元 素 集 。 比 如 : {a} 即 表 示 仅 含 一 个 元 素 a 的 单元 
素 集 。 因 而 , {a) 关 a。 
定义 1.1.1 设 4 为 一 集合 。 若 VAE4, 均 给 定 一 集合 A ,那么 , 即 给 定 了 一 
个 以 诸 集合 A; 为 元 素 的 集合 , 称 该 集合 为 一 个 集 族 , 记 为 {A :XEA}, 并 称 集合 A 
为 其 号 标 集 。 本 教材 中 集 族 也 用 一 黑体 字 表 示 , 如 A = {A :AEA)。 
定义 1.1.2 若 一 集 族 的 号 标 集 A 为 N 时 , 则 称 该 集 族 为 一 集 列 , 记 为 {A,:7 
| 


-一 1 2 )} 或 简 记 为 {A,})。 
2. 集合 之 间 的 关系 


定义 1.1.3 若 集 合 A 和 B 所 包含 的 元 素 相同 , 则 称 A 和 8B 相等 , 记 为 A = 
B, | 


例如 ;{zx:x 一 1 = 二 0) 一 人 ,一 1)。 
定义 1.1.4 若 属 于 A 的 元 素 均 属 于 B, 则 称 A 是 B 的 子 集 或 A 包含 于 B, 记 
为 ACB。 此 时 也 称 B 包 含 A, 而 记 为 及 一 A。 
定义 1.1.5 若 ACB, 而 B 中 确 有 元 素 不 属于 A, 则 称 A 是 B 的 真子 集 , 或 A 
真 包含 于 B。 
集合 间 相 等 和 包含 关系 显然 有 以 下 性 质 : 
定理 1.1.1 A=B<>ACBEHBCA, 
该 定理 是 我 们 证 明 两 集 相等 的 最 基本 的 方法 。 
定理 1.1.2 
(1) ACA; 
(ii) ACBHBCC 一 一 4ACC。 : 
注 2 空 集 是 任何 集合 的 子 集 , 即 对 任何 集合 4, 均 有 名 CA。 
下 面 我 们 引入 两 种 集 列 概念 。 称 满足 条 件 
Al CA,C wo. CA,C oo 
的 集 列 为 递增 集 列 ; 称 满足 条 件 
AiDAsD DA,D 
的 集 列 为 递减 集 列 。 


二 、 集合 的 运算 
1. 并 集运 算 
定义 1.1.6 ”由 集合 A 和 B 的 元 素 合 在 一 起 所 组 成 的 集合 , 称 为 集合 A 和 B 
的 并 集 , 或 简称 为 A 和 B 之 并 , 记 为 AUB。 
由 定义 知 : 
AUB = (zzEA 或 zEB)。 
类 似 可 定义 多 个 集合 之 并 。 设 有 集 族 {A; :XEA}, 则 有 
UA 二 (zx; 3AEAh, 使 TEA;}。 
应 熟 记 以 下 结论 (其 中 A€A): 


1 


ZE 日 A: < 一 工 和 其 一 A， 
(1) 


ZE 日 4 <—>xE 任 一 A 


例 6 设 
As =[—1+1i,1— 1], k=1,2,. 
天 Ek’ 上 ?9 bE 9 
则 
下 1 1 
UA,= [一 1 十 一 ,1 一 一 1]， YnEN, 
#1 n n 
UA = (1,1), 
类 一 ] 
例 7 设 
A, = (nm—1,n], n= 1,2,.…， 
则 


U A, = (0,+ 2)。 

注 3 在 作 并 集运 算 时 ,同时 是 两 个 或 两 个 以 上 的 集合 所 共有 的 元 素 , 在 其 并 
集中 只 算 作 一 个 元 素 。 

易 证 并 集运 算 有 以 下 简单 性 质 ; 

定理 1.1.3 

(i)) AUBDA,AUBDB;, 

“GD 宕 等 律 :AUA = Ai 

(iii) 交换 律 :AUB 二 BUA:; 

(iv) 结合 律 :CAUB)UC = AUCBUC); 

(v) 吸收 律 :AUB= A < 寺 >BCA; 

(vi) A,CB, VAEA 一 一 WA CHB 

2. 交集 运算 

定义 1.1.7 由 集合 A 和 B 的 公共 元 素 的 全 体 所 成 之 集 , 称 为 集合 A 和 8B 的 
交集 ,或 简称 为 A 和 B 之 交 , 记 为 A 站 mB。 

由 定义 知 : | 

AMB= {rx:xE€A Hx E€B}., 
类 似 可 定义 多 个 集合 之 交 。 设 有 集 族 {A; :XEA} , 则 有 
A: = {XY: YAEA, 均 有 EAi}。 
应 熟 记 以 下 结论 (其 中 4€A): 


“1 


rE NA < 一 >>xE 任 一 A， 


ENA <>7E 某 一 A 


车 ANMB = 儿 , 则 称 集 A 与 B 不 相交 。 对 于 集 族 { A :$4EA}, 若 对 任意 不 同 的 


X14'EA, 均 有 A; 站 A; = 他, 则 称 该 集 族 中 诸 集合 两 两 不 交 或 互 不 相交 。 


则 


例 8 设 
= 1 1 一 en 
A: = (—1 EF'lt i k=1,2,., 
~ 1 1 
站 Ai 二 (一 1 一 一 ,1 十 一 ),， YnE€EN, 
=| n n 
Na 一 [一 1,1。 
易 证 交集 运算 有 以 下 简单 性 质 : 
定理 1.1.4 


(i) ANBCA,ANBCSB, 

(ii) 每 等 律 :A 站 A = A; 

(iii) 交换 律 :A 站 mB = BN 站 mA; 

(iv) 结合 律 :(4AnB)nC=AnCBmnc); 
(v) 吸收 律 :AmB = 4 < 一 人 CCBi 

(vi) 4CB, VAiEA 一 一 ‘QA CB 


3. 差 集 运算 
定义 1.1.8 属于 集合 A 而 不 属于 集合 B 的 元 素 全 体 所 成 之 集 , 称 为 集合 A 


和 B 的 差 集 ,或 简称 为 A,B 之 差 , 记 为 A\B。 


故 


由 定义 知 : 
A\B= {x:rEA HrEB},. 


rEA\B rE€A HrEB, 
注 4 在 差 集 运算 A\B 中 ,并 不 要 求 4 二 B。 
例 9 设 A= 1{1,2,3,4}。 
若 B 一 (3,4), 则 A\B = {1,2); 
车 B= 二 {3,4,5,6), 则 仍 有 A\B = {1,2); 
若 B= {5,6,7,8), 则 A\B = A。 


易 证 差 集运 算 有 以 下 简单 性 质 : 
定理 1.1.5 
(i) A\BCA,(A\BDNB= 8; 
(ii A\A= 好; 
(ii) A\B= A <—>ANB= 8; 
(iv) 设 5 为 一 集合 , 则 
SDA < 人 (S\4)UA = S。 
4. 余 集运 算 
定义 1.1.9 若 集 SA, 则 称 S\A 为 集 A 相对 于 集 S 的 余 集 (或 补 集 ) , 记 为 


A ,或 简 记 为 YA ,或 记 为 A , 称 S 为 基本 集 。 


在 xzES 的 前 提 下 ,由 定义 知 : 
IECA rEAh, 
7ELA reEAh, 
易 证 , 余 集 运算 有 以 下 简单 性 质 : 
定理 1.1.6 设 S 为 基本 集 ,ACS,BCS， 
(iD £5 = G6 = 一 9S; 
(ii) AUYSA = S,ANMN{A = 8; 
(ii EA) = A; 
(iv) ACB > ADYB:; 
(vy ) A\B = ANM*B, 
其 中 性 质 (v) 非 常 重要 ,经 常用 到 ,其 证 明 留 作 习题 。 望 读者 从 一 开始 ,即将 其 


搞 透 . 记 熟 ， 


°T 


定理 1.1.7 分 配 律 
() AN(BUC) = (ANB)U (ANO); 
(ii) ANC(B\C) = (ANBI\(ANO); 
(ii AU BNC = (AUB NAUO; 
(ivy) AN CUB,) = U (ANB,); 
AEA AEA 
(v) AU (NB) =N (AUB,)., 
AEA AEA 
证 明 ”我 们 仅 证 明 结论 (iv), 其 他 结论 的 证 明 均 留 作 练习 。 
证 (iv):， zxz€EANCUB) 


<——— rEAHzrEUB, 

AEA 
<=->zEA 且 3ioc4, 使 zxEB 
< 一 习 )u EA 使 TEANMB; 
>r€ YANB). 

定理 1.1.8 对 偶 定 理 ( 或 称 De Morgan 法 则 ) 
设 5S 为 基本 集 ,A,BCS, 则 有 : 
(1) 4ALUB) = €A YB,; 
(ii) 6ANMB) = AU eB; 
(iii) (UA) = A; 
AEA MEA 
(iv) €( A,) = U A,.。 
AEA AEA 
这 些 性 质 可 以 简 述 为 


并 集 的 余 集 = 其 余 集 的 交 
交集 的 余 集 = 其 余 集 的 并 


证 明 ”我 们 仅 证 明 结 论 (iii) ,其 他 结论 的 证 明 均 留 作 练习 。 
证 (iii) ， rE UA,) 
XEA 
EU A 


(3) 


< 一 > YAEA, 均 有 ZEA， 
> VAE4, 均 有 ZE4A， 
< 人世 门 ‘€A, 。 

XEA 


四 、 某 些 有 用 的 结论 
在 本 段 中 ,我们 提出 有 关 集 合 运算 的 一 些 结论 。 一 方面 ,这 些 结论 可 使 我 们 进 


一 步 加 深 对 并 ,交差 . 余 四 种 基本 集合 运算 的 认识 ; 另 一 方面 ,这 些 结论 也 是 我 们 
掌握 下 面 第 五 .六 两 段 内 容 的 基础 ,也 是 我 们 以 后 经 常 要 用 的 工具 。 我 们 仅 证 明定 
理 1. 1. 12 ,其余 均 作 为 习题 ,由 读者 自行 证 明 。 


以 下 A,B 均 为 任意 集合 ,{A,:n 一 1，2，……} 为 任 一 集 列 , 余 集运 算 均 以 集合 S 


为 其 基本 集 。 
定理 1.1.9 
A= (ANB)U(ANYEB), 
定理 1.1.10 


(i) AUB = AU(B\A); 


$7 


(GD AnB = A\(A\B) = A\#B = B\6A。 
定理 1.1.11 
() (AUB)NB = A\B, 
(AUB)NB = A =ANB= 2; 
(ii) (A\B)UB= AUB, 
(A\B)UB= A BCA., 
定理 1.1.12 设 ({A,) 为 任 一 集 列 , 令 


Ai= Ai， 
n-l (4) 
A; = A,\U Ai, 1 一 23，…， 
= 1 
则 
(i) 诸 A 两 两 不 交 ; 
(ii) Vm, 有 U A, = UA; 
(ii) U A， =UA:。 (5) 
有 1 一】 二 


这 一 定理 的 目的 是 将 一 个 一 般 的 并 集 化 为 诸 集 间 两 两 不 交 的 并 集 ,这 一 方法 
以 后 经 常用 到 。 为 简便 起 见 ,我们 将 这 一 方法 简称 为 “将 相交 并 化 为 不 交 并 ”。 
证 明 “” 仅 证 (GD 和 (ii),(ii) 之 证 明 与 (iii) 之 证 明 类 似 。 
首先 注意 , YnEN, 有 
ACA,， (6) 
ANA, = Gk=1,2,.… ,nm 1 (7) 
证 (D :Vn,mEN,n 关 mm。 不 妨 设 1 过 n 二 mm, 由 式 (4) 有 : 


n—] 
A= AN\UA,, 


m—l 
人 = An\ UAs, 


故 由 式 (7) 有 : 
ANA, = $2, 
由 式 (6) 即 知 : 
A'NA= 2。 
结论 (iD 证 毕 。 
证 (iii) ， 


证 “CC”， YrE UA ; 则 ZE 某 些 A, , 令 


no 一 min{(masrEA,)}。 


以 下 分 no 一 1 和 no 全 1 两 种 情形 。 
mo 二 1 一 一 ZEA: 一 ze4i 一 一 zEUA 
1 全 1 rE€A, 且 ZEAk , 凶 一 1 ,2，… ,no 一 ] 
m0 一 1 
—>zx€A,\ UA 
—> zr€A, 
rE UA;, 
“CC” 证 毕 。 
证 “局”: 由 式 (6), “局” 显然 成 立 。 
结论 (证 ) 证 毕 。 定 理 证 毕 。 
定理 1.1.13 设 (A,) 为 递增 集 列 , 则 有 
UA,= AU ANAD UCANMADU UCAn\AYU …。 
这 一 结论 是 定理 1. 1. 12 的 直接 推论 。 


五 、 上限 集 与 下 限 集 


在 第 五 .六 两 段 中 ,N,N,k 均 表 示 自 然 数 。 
1. 上 限 集 
定义 1.1.10 设 {4,) 为 一 集 列 , 则 称 集合 
NUA, 
N=Iln=N 
为 集 列 {A,} 的 上 限 集 , 记 为 limA,。 
注 5 ”我 们 看 到 , 集 列 {4,)} 的 上 限 集 limA, 是 由 两 重 集合 运算 符号 所 构成 。 从 
运算 次 序 上 看 ,第 一 重 是 并 集 UA,, 第 二 重 是 交集 由 (UA,)。 若 令 
Bu —UA,, N=1,2,%, 
则 
且 
BD B;D | DByD "bo 
故 limA, 是 一 递减 集 列 { Bx} 之 交 。 


人 S| 实 变 函 数 


定理 1.1. 14 
zrElimA,<>(D) VN, ny 之 和 NN, 使 zEA,、 
< 全 (ii) 了 (2 (自然 数列 的 子 列 ) ,使 <EA，， 一 1，2，… 
二 > Gi)xE€E 无 穷 多 个 A。。 
证 明 ”容易 看 出 ,命题 (i),(i) 和 ( 讲 ) 之 间 是 等 价 的 ,故我 们 仅 需 证 明 其 中 的 
一 个 等 价 关 系 成 立即 可 。 下面 仅 证 明 第 一 个 等 价 关 系 成 立 。 
按照 注 5 中 我 们 已 经 看 到 的 上 限 集 limA, 的 构造 ,用 关于 交集 运算 和 并 集运 
算 应 熟 记 的 结论 式 (1) 和 式 (2) ,等 价 条 件 (D 很 容易 即 可 得 出 : 
rElimA,<>VN, 有 zeEUA, 
后 这 VN,jm 之 NN, 使 rEA,、。 
定理 证 毕 。 
注 6 ”从 上 述 证 明 我 们 看 出 ,该 定理 中 之 第 一 个 等 价 条 件 的 结论 ,事实 上 可 以 
从 上 限 集 的 定义 ,或 者 说 上 限 集 的 构造 ,按照 交集 和 并 集运 算 的 结论 直接 读 出 。 结 
论 中 的 “VY N”, 即 是 由 交集 符号 “ 站” 读 出 的 ;结论 中 的 “3nw 之 N, 使 zEA,,” 即 


是 由 并 集 符号 “ UA,” 读 出 的 。 我 们 学 习 上 限 集 这 一 段 ,在 掌握 有 关 概 念 和 结论 的 
同时 ,就 应 该 学 会 对 多 重 集合 运算 符号 所 构成 的 集合 的 这 种 “ 直 读 ”的 技能 。 有 了 
这 种 技能 ,对 以 后 将 会 遇 到 的 更 复杂 的 集合 ,比如 由 三 重 集合 运算 符号 所 构成 的 集 
合 ,也 会 很 容易 地 读 出 其 中 的 元 素 所 应 具有 的 性 质 ,这 对 于 我 们 以 后 学 习 更 深刻 的 
内 容 ,将 会 带 来 很 大 的 帮助 。 

2. 下 限 集 

定义 1.1.11 设 {4,}) 为 一 集 列 , 则 称 集合 

UDA 

为 集 列 {A,} 的 下 限 集 , 记 为 jimA,。 

注 7 集 列 {A.} 的 下 限 集 limA,, 也 是 由 两 重 集合 运算 符号 所 构成 。 从 运算 次 


序 上 看 ,第 一 重 是 交集 门 A, ,第 二 重 是 并 集 U, ( 站 A,)。 车 令 


C» = NA,, N= 1,2,.， 


CICC,C “°° COCnC 9 


limA, = U Cw. 
故 imA, 是 一 递增 集 列 {Cw} 之 并 。 


定理 1. 1. 1S 
XE€ElimA,<>())3N(z), 使 Yn 宇 N(x), 有 XEA， 


Ho 


所 > (Gi)x€ 当 1n 充分 大 之 后 的 所 有 A， 
<>(ii)zE 除 有 限 个 A. 之 外 的 所 有 A,。 
证 明 ”容易 看 出 ,命题 (i),(ii) 和 (iii) 之 间 也 是 等 价 的 ,故我 们 也 仪 需 证 其 中 
的 一 个 等 价 关系 成 立即 可 。 下 面 仅 证 明 第 一 个 等 价 关 系 成 立 。 
用 在 上 限 集中 我 们 已 学 过 的 直 读 技能 ,很 容易 即 可 证 得 这 一 充 要 条 件 。 


ZElimA, < IN(x), 使 zxE 站 A 


= Nr ” 
<> 3 N(x) ,使 Vn 宇 N(xz), 有 XEA,。 
3. 上、 下 限 集 的 关系 
定理 1.1.16 limA,C limA,。 


Nn- 


这 一 结论 可 直接 从 定理 1. 1. 14 的 第 三 个 等 价 条 件 和 定理 1. 1. 15 的 第 二 个 等 
价 条件 得 出 。 

定理 1. 1.17 

GD limA,) = lim*A,; 


nn 


(iD (limA,) 一 limA,, 


这 一 定理 可 直接 由 上 、 下 限 集 的 定义 和 对 偶 定 理 ( 定 理 1.1.8) 得 出 。 
定义 1.1.12 设 有 和 集 列 {A,), 若 


limA, = limA,, 
则 称 该 集 列 是 收敛 的 , 且 称 limA,( 或 limA,) 为 该 集 列 {4,} 的 极限 , 记 为 lim A。 
4. 例 
例 10 ” 设 集 列 {A,) 为 递增 集 列 , 则 
limA, = limA, =U A,, 
即 集 列 {A,} 收 敛 , 且 加 


limA, = UA,. 
证 明 因 {A,}) 为 递增 集 列 ,由 并 集运 算 的 吸收 律 可 知 , YN EN, 有 
U A, = (UANU UA,), 


故 得 
imA, = NN UA, =N LU ANUCUAN] 
=N(U A) =UA,. 
再 由 {A,) 为 递增 集 列 , 用 ,入 运作 的 蜂 收 从 可 知 ， YNEN, 有 
mA, = An, 
故 得 


limA， =-UCnA)=U4v=U4,。 


Hoc 


例 11 设 (4,) 为 递减 集 列 , 则 


即 集 列 {A,} 收 敛 , 且 


其 证 明 留 作 习 题 。 
六 、 函 数 与 集 


在 本 段 中 ,利用 我 们 已 有 的 集合 论 知识 ,为 以 后 所 学 内 容 做 一 些 准备 工作 ,以 
培养 和 掌握 实 变 函 数论 所 必需 的 某 些 重要 的 基本 技能 。 

1. 形 如 EL[f > aj,E[f 之 a] 等 集合 的 简单 关系 

设 ECR",f(z) 为 定义 于 上 的 实 值 函数 ,a 为 一 实 常数 。 下 面 ,我 们 研究 形 如 
EL[f>al],E[f 之 aj,ELf 二 a] 和 ELf 志 aj 等 集合 的 简单 关系 和 性 质 。 我 们 仅 
证 明 其 中 的 两 个 结论 ,其余 均 留 作 习题 。 以 下 之 余 集运 算 均 以 为 其 基本 和 集 。 

定理 1.1.18 

(i) E[f 守 ajUE[f <aj]= E,€¢(E[f2al) = ELf < al; 

(ii) 设 a,b 均 为 实数 ,a 过 5, 则 

E[f>afE[f<b]= Ela</<b]; 
(iii) 设 @1 ,ez 为 任意 实数 ,el > ee , 则 


2 


ELf 之 ejJCEL/> ej]。 
定理 1.1.19 


GD) EL[f > a] —UELf>at+i]; 


1]; 


(iiy E[f 守 a] =N ELf>a-— 


(ii) ELf < a] =UE[/<a—z]; 


(iv) EL[f <al =NELf/ <ati], 


定理 1.1.20 设 {f,(x)) 为 集合 E 上 的 一 列 实 值 函 数 ,又 设 
g(7) 一 sup{ f(r)}, 


h(x) 一 inf{ f, Cx)} ， 


则 YaER' , 均 有 


E[g>4]—UELf,>a], (8) 
ELh< al =UEL/, <aj, (9) 
证 定理 1. 1. 19(Cii)( 以 下 之 hEN): 
证 明 
证 “CC”: VrEE[f >a] 
一 >> f(r) 之 a 
一 > Yk, 有 f(x) >a 一 区 
一 Vk, 有 zxEE[f >>4a 一 工 ] 
=—>x€ENE[/>a—], 
证 “ 忆 "， yzemEL/>a 一 元 ] 
一 > Yk, 有 /f(x) >a 一 元 
一 >> f(zx) 之 a ( 令 有 一 oo 即 得 ) 
—=> rE€ELf 宛 a]。 


定理 1. 1. 19(ii) 证 毕 。 
证 定理 1. 1. 20 之 式 (8) 
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证 了 明 rEELg>al 
g(x) = sup{f (7)} > a 
>3meEN, 使 f(z) 之 a (上 确 界 性 质 ) 
二 > jnmEN, 使 EELf,, 之 a] 
<—>r€EUEL/, > a] 
定理 1.1. 20 之 式 (8) 证 毕 。 
2. 函数 列 的 收 仇 点 和 发 散 点 的 集合 表示 
设 f(zx) ,f(z)(n 一 1,2,…) 均 为 集 已 上 的 实 值 函数 。 我 们 引 人 和 人 两 个 集合 符 


号 E[f, 一 人 门 和 ELf,*%> fj]: 


EL[f, 一 f] 二 E 上 使 f,(x) 收 合 于 f(z) 的 元 素 工 的 全 体 所 成 之 集 ; 
E[f,*> 有 二 EE 上 使 f(x) 不 收 钙 于 f(x) 的 元 素 xz 的 全 体 所 成 之 集 。 
本 段 的 目的 即 是 研究 这 两 个 集合 的 性 质 和 集合 运算 表达 式 。 

首先 ,显然 有 


E[f.—> fjJUELf.*> /f=E, (10) 
EL[f,—= {j= ELf, > /f]。 (11) 
根据 数学 分 析 知 识 , 可 知 : 
命题 1.1.1 
EELf,—™ ff] 


< 二 > Vk, JN, 使 Yn 之 N, 有 | f(D 一 f(z) 之 二。 


命题 1.1.2 
rEE[Lf,»>f] 


二 > 3&, 使 VN,Inw 之 NN, 使 |f,,(z) 一 f(x)| 之 产 


<> 3 及 自然 数列 的 一 个 子 列 {n) ,使 | f(z) 一 f(z) | 之 亡 ， 


1 一 1,2,**。 
由 此 ,可 得 以 下 两 重要 结论 : 
定理 1.1.21 


E[f, /=UN UEL,— /Il>F]. (12) 
证 明 ”用 本 节 第 五 段 我 们 所 学 的 对 多 重 集合 运算 符号 所 构造 成 的 集合 的 “ 直 


读 ” 技 能 ,很 容易 即 可 得 出 : 
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zeUnUELIA 一 /> 元 ] 
k=1N=1n= N 
二 > 4, 使 VN,3nw 之 N, 使 fz) 一 f(z) | 之 疡 。 


再 由 命题 1. 1. 2 , 即 得 式 (12) 。 证 毕 。 
由 上 限 集 之 定义 , 式 (12) 也 可 表示 为 


ELf,»/]—U (limE[L|/,— /|> 7)). (13) 
定理 1. 1. 22 
ELf, =/]=NUY NEL- /fl<z], 


证 明 ”或 直接 由 命题 1. 1. 1 证 之 ,或 作为 定理 1. 1. 21 之 推论 (用 ELf, > 用 
和 ELf, 一 /] 的 余 集 关系 和 对 偶 定理 )。 

下 面 的 定理 给 出 了 对 于 集合 ELJ; ”> 用 的 研究 非常 有 用 的 结果 。 

定理 1.1.23 令 


T=N UEC -fl>1] (= imE[lf-f>1D), a4) 


则 ELf, > fCT。 
证 明 
只 需 证 “《TCELA 一 思 即 可 。 
由 对 偶 定 理 


eT =U NEL,—/I< i]. 
N=1n=N 72 
故 YrE《T,IJN, 对 Yn 宇 N, 有 
[C2) 一 f(z)|< 二 ， 


因而 fy (x) = f(x), 即 xEELf, — fj。 
定理 证 毕 。 


$1.2 映射” 集合 间 的 对 等 关系 


本 节 的 主要 任务 是 建立 “集合 间 的 对 等 关系 ”概念 。 这 一 概念 是 本 章 下 面 将 
要 建立 的 重要 概念 “集合 的 基数 ”的 基础 。 为 阐述 清楚 ,我 们 必须 从 映射 概念 的 
建立 开始 。 尽管 映射 是 读者 已 熟悉 的 概念 ,但 对 本 节 中 映射 这 一 段 , 读 者 必须 于 


| 
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以 足够 的 重视 。 


~ 人 人 人、 映射 
1. 映射 概念 
定义 1.2.1 设 A,B 为 两 非 空 集合 ,车 存在 对 应 关系 9, 使 得 VY xEA , 按 gp 均 存 


在 唯一 的 y€EB 与 之 对 应 , 则 称 为 由 4 到 B( 中 ) 的 映射 , 记 为 pg:A 一 B。 


假若 yEB,rEA, 在 9 之 下 y 与 x 对 应 , 则 称 y 为 x 的 像 , 记 为 y 一 p(x) 或 


yy 一 gf, 或 g:T 一 y: 或 T 司 yy。 


对 于 任 一 固定 的 y€B, 称 集 


为 y 的 原 像 , 记 为 w (yy)。 


设 4ACA4A, 称 4, 中 元 素 的 像 的 全 体 为 A, 的 像 , 记 为 (4 ), 即 
p(A,) 一 (yy:yEB,3zEA ,使 pz) 一 y} 
一 (pz):xrEAi)。 
设 B, CC 了 如, 称 其 像 在 B, 中 的 元 素 x 的 全 体 为 日 的 原 像 , 记 为 (Bi ) , 即 
or(B) = (zsrEAvpCr)EBN)。 
称 A 为 了 映射 gp 的 定义 域 , 记 为 2(q)。 称 A 的 像 p(A) 为 g 的 值 域 , 记 为 (gy)。 
2. 映射 的 分 类 
定义 1.2.2 设 有 映射 pg:A -> B。 
若 p(4) = 二 B. 即 2(y) 一 忆 , 则 称 p 为 由 A 到 日 的 满 射 , 或 由 A 到 也 上 的 映射 。 
若 VyEep(4A) ,4 中 仅 有 唯一 的 z ,满足 7 一 g(x), 则 称 gp 为 由 A 到 8B 的 单 射 。 
车 映射 p 既是 满 射 , 又 是 单 射 , 则 称 g 为 由 A 到 B 的 双 射 ,或 由 A 到 B 的 一 一 


对 应 的 映射 。 


注 1 设 有 映射 p;A > B, 按 上 述 定义 ,有 以 下 绪论: 
(i) gp 为 由 A 到 B 的 满 射 
>YyEB,3rEA, 使 y= v(x)。 
(ii) 9 为 由 A 到 B 的 单身 
Yr rEA, 有 rz 则 plz ) A p(T2), 
(iii) 9g 为 由 A 到 B 的 双 射 
< 以 下 两 命题 同时 成 立 : 
VzxEAh, 在 B 中 满足 y = p(x) 的 y 存在 唯一 ; 
VyEB, 在 A 中 满足 y = g(x) 的 x 存在 唯一 。 


定义 1.2.3 设 有 双 射 pgp:A 一 B, 令 op1:B 一 A 表示 下 述 映射 :VyEB, 若 y 
一 p(x) ,TEA, 则 p(y) 二 X, 称 映射 gp 为 映射 9 的 逆 映 射 。 
显然 , 双 射 p 的 道 映射 p“ 也 是 双 射 。 


3. 多 
例 1 设 A 二 B= (一 co, 十 co), 令 
1， 0， 
p(x) 一 40， 工 一 0， 
一 1|， < 0 


则 g 是 由 A 到 B 中 的 一 个 映射 。 
车 此 时 令 B= {一 1,0,1), 则 gg 是 由 A 到 B 的 满 射 ,但 不 是 单 射 , 当 然 也 不 是 双 
射 。 
例 2 设 A=N'B 为 正 偶 数 的 全 体 , 令 
p(n)=2n, Yn€A, 
则 gg 是 由 A 到 B 的 双 射 。 


二 、 集 合 间 的 对 等 关系 

1. 对 等 关系 概念 

定义 1.2.4 设 A,B 为 两 非 空 集合 , 若 存 在 由 人 A 到 B 的 双 射 p, 则 称 集合 A 和 
B 是 一 一 对 应 的 ,或 对 等 的 , 记 为 A~B ,或 简 记 为 A~B。 

注 2 和 欲 证 A~B, 通 常 按 以 下 三 步 进行 : 

(i) 建立 映射 pg:A 一 了 Bi 

(ii) 证 p 为 满 射 , 即 证 VyEB, 习 rzEA, 使 PCz) = y; 

(iiD 证 p 为 单 射 , 即 证 VziyzrzEA,z 关 Xz; 则 必 有 p(x1) 关 p(za)。 

注 3 易 证 以 下 两 结论 成 立 : 

(iD) 若 4<B,ACA,BICB,AB, 则 (AN\A) 忆 (CBN\B,)。 

(i) 设 A 飞 B,A ,4zCA,A 忆 Bi,A: 飞 Bs。 此 时 , 若 A: 与 4; 不 相交 , 则 Bi 与 
Bs 也 不 相交 。 

2. 对 等 关系 的 例 

例 3 设 和 A 为 正 整数 全 体 ,B 为 负 整 数 全 体 , 则 A~B, 其 中 双 射 p:A 一 BB 为 
p(n) =—n, n= 1,2,.。 

例 4 设 A 二 N,B 为 正 偶数 全 体 , 则 A~B, 其 中 双 射 pg:A 一 B 为 p(n) = 2n， 
n= 二 1 2:……。 


] 


例 5 设 4,B 均 含 于 (一 co, 十 co), 由 A 到 巨 存 在 严格 单调 增 ( 或 减 ) 函数 
p(X) ,使 2(4A) = B, 则 A~B。 

由 注 2, 这 三 例 的 结论 显然 成 立 。 例 5 对 于 证 明 实 数 集 之 间 的 对 等 关系 是 有 用 
的 工具 。 

例 6 由 例 5, 易 知 R' 中 下 述 集合 间 的 对 等 关系 (以 下 > a,d > c): 

(i) 任何 有 限 开 区 间 (a,6) 和 (c,d) 之 间 均 对 等 。 

Ci 任何 有 限 闭 区 间 La,5] 和 [c,dj] 之 间 均 对 等 。 


(iii) (— 祈 ' 允 (= co 十 cc)， 


(一 co, 十 ce) 一 (0, 十 ce)， 
(0, 十 co)~-( 一 co,0)， 
(a, 二 00)~(0,00), YaER!, 
(— oo,a)~(— 00,0), VaER', 
各 对 等 关系 中 之 双 射 ,由 读者 给 出 。 
3. 对 等 关系 的 基本 性 质 
易 证 对 等 关系 有 以 下 基本 性 质 : 
定理 1.2.1 设 A,B,C 为 任意 集合 , 则 
(i) 自 反 性 :4 一 A; 
(ii) 对 称 性 : 若 A~B, 则 B~A; 
Giii)》 和 传递 性 :车 A~B 上 且 B~C, 则 A~C。 
4. 证 明 对 等 关系 的 工具 性 定理 
以 下 三 个 定理 是 证 明 集合 间 对 等 关系 的 重要 工具 。 
定理 1.2.2( 两 集 列 之 并 的 对 等 定理 )” 设 {A,),{B,} 为 两 集 列 , 满 足 : 
1 诸 A, 两 两 不 交 ， 
2" 诸 B, 两 两 不 交 ; 
3° A,~B,, n=1,2,.。 
则 
GD UA~UB,, m=1,2,%; 
GD UA,~UB,. 
证 明 仅 略 证 结论 (ii) , 望 读者 将 此 定理 之 证 明 详细 作出 。 
由 条 件 3" ,存在 一 列 双 射 ps:A, 一 B,， n= 二 1,2,"…。 


作 映 射 9: UA, — UB,: 
V rE U A,, 存 在 唯一 的 mEN, 使 z€A,， 
则 令 
P(X) = pn (TXT)EB, CC UB, 。 


易 证 9 为 一 双 射 , 即 UA, ~UB,。 
定理 1.2.3(Bernstein 定理 ) 设 4,B 为 两 集合 ,车 
A~B, CBHB~A,CA, 
则 A~B。 
证 明 设 A2B,,B<LA,。 
( 工 ) 按 下 述 方 法 构造 两 集 列 {Al ,A,…}) 和 {B,,B,,…}。 为 清楚 起 见 , 将 A， 
A。 和 B,B。 也 一 并 列 出 。 
A， B, 
Au = y(B), Bu = pg(A), 
Ai=A\As, B= oy(A), 
As=yB), B= y(As), 


AH = 0B,), 了 + = pAr+) » 


(I) 因 yp 和 y 均 为 双 射 ,A 与 Ai 不 交 , 用 注 3 之 结论 (i 让) 不 难 证 得 : 
诸 A,， n 一 1,2,… 两 两 不 交 ， 
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诸 B,， 1 2 两 两 不 交 。 
由 {A,:n 一 1,2,……} 和 {B,:n 一 1,2,…} 的 造 法 ,有 


1 一 


A.~B,, n= 1,2,.; 
BA, n=1,2,, 
故 由 定理 1. 2.2, 可 得 
UA,LUB,, GD) 
UB,<UA,. (2) 
(于 ) 由 BXA。 及 式 (2), 用 注 3 之 结论 (1) ,可 知 
(B\ UB L(A UA,), 
而 易 证 
A\UA,=A\ USA,, 
故 得 
(B\ UB ) L(A\ UA,). (3) 
(NY) 由 


A= (A\ U AYUI UA,). 


B=(B\UBD)UCUB,)， 

及 式 (1) 和 (3) ,用 定理 1.2. 2, 即 得 A~-B。 证 毕 。 

定理 1.2.4 设 A,B,C 为 三 集合 , 若 

ACBCCHA A~C, 
则 
A~B~C, 
证 明 留 作 习 题 。 
注 4 事实 上 ,定理 1.2.3 与 定理 ].2.4 是 等 价 的 。 其 证 明 也 留 作 习 题 。 


三 、 有 限 集 和 无 限 集 


有 了 集合 之 间 的 对 等 概念 ,我 们 即 可 将 有 限 集 和 无 限 集 概念 说 得 更 清楚 些 。 

设 集合 A 为 空 集 或 存在 自然 数 ? ,使 A~{1,2,…,n}, 则 称 A 为 有 限 集 。 若 一 
集合 不 是 有 限 集 , 则 称 为 无 限 集 ,或 无 穷 集 。 

由 此 ,有 银 集 之 间 对 等 之 充 要 条 件 为 :其 元 素 个 数 相同 。 有 限 集 不 可 能 与 其 真 


子 集 对 等 .。 由 例 2 看 出 ,无限 集 有 可 能 与 其 某 真子 集 对 等 。 在》 1. 3 中 我 们 将 会 看 
到 ，“ 能 与 其 某 真 子 集 对 等 ”是 无 限 集 之 特征 性 质 。 


$ 1.3 可 数 集 与 不 可 数 集 


在 对 等 关系 的 基础 上 ,本 节 将 研究 在 理论 上 和 应 用 上 都 十 分 重要 的 一 类 集合 ， 
即 可 与 自然 数 全 体 N 对 等 的 集合 ,人 们 称 其 为 可 数 集 。 本 节 最 后 也 将 简 述 不 是 可 
数 集 的 所 谓 “ 不 可 数 集 ”。 


一 、 可 数 集 概念 

1. 可 数 集 定义 

定义 1.3.1 称 可 与 自然 数 全 体 N 对 等 的 集合 为 可 数 集 或 可 列 集 。 

注 1 由 可 数 集 之 定义 和 对 等 关系 的 基本 性 质 . 易 知 : 

(i) 任何 有 限 集 均 不 是 可 数 集 ,可 数 集 为 一 无 限 集 ; 

(ii) 任何 可 数 集 之 间 均 对 等 ; 

(iii) 与 可 数 集 对 等 的 集合 也 是 可 数 集 。 

由 定义 知 , 自 然 数 全 体 N. 正 偶数 全 体 和 负 偶 数 全 体 均 为 可 数 集 。 

2. 可 数 集 的 等 价 定 义 

定理 1.3.1 集合 A 为 可 数 集 

< 人 4 的 元 素 可 排 成 无 穷 序 列 的 形式 , 即 
A = {aaa} (1) 

证 明 ”证 “一 > ”: 设 A 为 可 数 集 , 则 AXN, 将 A 中 与 自然 数 n 相对 应 的 元 素 
记 为 a, ,然后 按 其 下 标 从 小 到 大 的 顺序 排列 起 来 , 则 A 即 被 排列 成 形 如 式 (1) 的 无 
穷 序 列 的 形式 。 

证 “< 一”: 显 然 。 

用 可 数 集 的 这 一 等 价 定义 来 证 明 一 集合 的 可 数 性 可 带 来 很 大 方便 。 

以 后 ,“ 集 A 可 排 成 无 穷 序列 的 形式 ”,“ 集 A 可 用 自然 数 全 体 N 编 号 ”以 及 " 集 
A 中 有 可 数 多 个 元 素 ” 都 是 集 A 为 可 数 集 的 等 价 语言 。 

3. 可 数 集 的 简单 性 质 

定理 1.3.2 任何 无 限 集 均 有 可 数 子 集 。 

证 明 ” 设 集 A 为 一 无 限 集 ,从 A 中 任 取 一 元 素 , 记 为 al 。 因 A 为 无 限 集 , 故 
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A\(a} 关 避 , 故 可 取 azEA\(a1) ,显然 as 关 a1。 辐 理 可 取 4;EA\{ai as ,as 天 四 ， 
as 关 az。 如 此 下 去 ,用 数学 归纳 法 不 难 证 明 , 可 以 得 到 A 中 的 一 个 彼此 不 同 的 元 素 
序列 ce pu 则 4 二 (aa 即 为 A 的 一 可 数 子 集 。 

由 此 绪论 ,我 们 可 以 说 ,可 数 集 是 "最 小 ”的 无限 集 。 

定理 1.3.3 可 数 集 的 无 限 子 集 也 必 为 可 数 集 。 

证 明 设 A 为 可 数 集 ,A 为 A 之 无 限 子 集 .。 由 定理 1.3.2, 存 在 Al 的 可 数 子 
集 As, 由 注 1(),A~A;。 由 定理 1.2.4,; 即 知 A~Al~A;,, 从 而 4A), 也 是 可 数 集 。 

因此 ,可 数 集 的 子 集 只 能 是 有 限 集 或 可 数 集 , 我 们 将 有 限 集 和 可 数 集 统称 为 
至 多 可 数 集 。 


二 、 可 数 集 的 运算 性 质 


定理 1. 3.4( 可 数 集 的 并 集 性 质 ) 

(i) 有 限 个 或 可 数 个 可 数 集 之 并 仍 为 可 数 集 ; 

(ii) 有 限 个 或 可 数 个 至 多 可 数 集 之 并 仍 为 至 多 可 数 集 。 车 这 些 集合 中 至 少 有 
一 个 为 可 数 集 ,或 该 并 集 为 无 限 集 则 其 并 为 可 数 集 。 

证 明 ”我 们 先 证 明 两 个 引 理 ,然后 证 明 结论 (i) ,结论 (ii 由 读者 自 证 。 

引 理 1 设 {A,:n 一 1.2,…) 为 可 数 个 可 数 集 , 且 两 两 不 交 , 则 U A, 为 可 数 
集 。 

证 明 ” 因 庄 A, 可 数 , 故 均 可 排 成 无 穷 序列 的 形式 ， 


A 一 (dyal ya a } 
x 

A: = {2l oda2 Ud239""" 9 02m ， 
Pa 

A; = (aalydaz sds Ga 

A, = {a dn sd dm 


我 们 称 十 w 为 4 的 下 标 和 。 将 U A, 的 元 素 按 以 下 原则 进行 排列 :@ 其 下 


标 和 小 者 在 前 ;@ 其 下 标 和 相同 者 ,第 一 下 标 小 者 在 前 。 则 U A, 可 被 排 成 以 下 
无 穷 序列 的 形式 ， 


UA., = {a yal 42 413 9422 v431s"*" }o (2) 
一 了 


一 ~ 一 全 


第 一 章 ， 集合 


( 因 诸 A, 两 两 不 交 , 故 该 序列 中 不 会 有 重复 元 素 出 现 。) 故 知 上 A, 为 一 可 数 集 。 

引 理 2 设 {A sn 一 1,2,…) 为 可 数 个 至 多 可 数 集 , 至少 其 一 为 可 数 集 , 且 丙 
两 不 交 , 则 U A, 仍 为 可 数 集 。 

证 阴 “” 先 将 庄 A, 排 成 有 限 或 无 穷 序列 的 形式 ,然后 按照 引 理 1 证 明 中 同样 的 
排列 原则 ,将 UA, 中 的 元 素 排 成 一 序列 的 形式 ,只 不 过 此 时 所 得 到 的 序列 与 式 
(2) 比较 , 将 有 许多 “空位 ”, 故 知 UA, 必 至 多 可 数 .而 由 已 知 ，U A, 必 为 无 限 集 ， 
故 U A, 必 为 可 数 集 。 

证 结论 (i): 

(1 ) 设 {A,:n 二 1,2,…) 为 可 数 个 可 数 集 。 用 定理 1. 1. 12 中 “将 相交 并 化 为 
不 交 并 ”的 方法 ,构造 集 列 {A?:n 一 1,2,…}: 

Ai= Al,， 

KA=A\UA,, 1 = 2 3 
则 {A :n 二 1,2,…) 为 可 数 个 至 多 可 数 集 ,至 少 其 一 可 数 (如 A’ 必 可 数 ) , 且 两 两 不 
交 , 故 U A; 为 可 数 集 ,而 UA, 一 UU 仿 , 故 U A, 为 可 数 集 。 


CH) 设 (A,:n 一 1,2,…,m}(m 为 自然 数 ) 为 有 限 个 可 数 集 , 则 UA, 可 视 为 可 
数 个 可 数 集 之 并 的 子 集 , 故 必 至 多 可 数 。 而 显然 此 集 必 为 无 限 集 , 故 必 为 可 数 集 。 

结论 (iD 证 毕 。 

对 于 最 常用 的 两 个 集合 之 并 的 情形 ,我 们 给 出 以 下 直接 推论 

推论 1 ”有 限 集 与 可 数 集 之 并 仍 为 可 数 集 。 

推论 2 可 数 集 与 可 数 集 之 并 仍 为 可 数 集 。 

定理 1.3.5 设 4A 为 一 无 限 集 ,B 为 一 至 多 可 数 集 , 则 

(AUB)~A。 
证 明 (1) 设 ANB= 8。 
因 A 为 无 限 集 , 由 定理 1. 3.2, 存 在 可 数 子 集 A*CA, 故 
A= (A\AJUA., 
从 而 
AUB= (A\A')U (A UB), 

且 这 两 式 右边 均 为 互 不 相交 的 集合 之 并 。 
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- 虽 实 变 函 数 


由 推论 1 和 推论 2, 有 
A'~(A’UB), 
又 显然 
(A\A')~(A\A' ) 。 

故 由 两 集 列 之 并 的 对 等 定理 (定理 1.2.2) , 即 得 (4UB)~A4。 证 毕 。 

([) 一 般 情形 。 

注意 到 

AUB = AUCBN4)， 
其 右 端 中 ,A 为 无 限 集 ,B\A 为 有 限 或 可 数 集 , 而 A 站 (CBN\A4) = 名 , 故 由 (了) 知 
AU(B\A)~A, 
即 
(AUB)~A, 

证 毕 。 . 

推论 3 R' 上 任何 区 间 之 间 ( 包 括 R! 本 身 ) 都 是 对 等 的 。 

证 明 只 需 注意 到 区 间 的 分 类 :区间 分 为 有 限 区 间 和 无 限 区 间 。 有 限 区 间 有 
以 下 四 种 (以 下 a,b 均 为 实数 ,a 一 让; 

(a,b),Labl, (a,bl,[a,b); 
无 限 区 间 有 以 下 五 种 ， 
(一 so, 十 co),(ay 十 co),( 一 coya),[a, 十 co),( 一 coo]。 
这 样 ,由 1.2 例 6(iii), 用 对 等 关系 的 传递 性 和 定理 1. 3. 5 ,不 难 证 得 本 推论 。 
定理 1.3.6 设 A 为 无 限 集 ,B 为 有 限 集 , 则 
(A\B)~A. 

定理 1.3.7 设 

(i) A 为 无 限 集 ,B 为 可 数 集 ; 

《ii) A\B 为 无 限 集 ， 
则 

(A\B)~A, 

此 两 定理 之 证 明 均 留 作 习 题 . 注意 , 若 无 条 件 (ii) , 则 定理 1. 3.7 不 成 立 。 

由 定理 1. 3. 6 ,我 们 对 无 限 集 可 有 如 下 更 进一步 的 认识 : 

推论 4 集合 A 为 无 限 集 所 全 4A 可 与 其 某 真子 集 对 等 。 

证 明 

证 “一 一 ”:YVaEA, 由 定理 1.3.6 即 知 ,A 与 其 真子 集 A\{a) 对 等 。 

证 “ 一 一 ”: 因 有 限 集 不 能 与 其 真子 集 对 等 , 故 若 A 与 其 某 真 子 集 对 等 , 则 必 为 


无 限 集 。 
三 、 有 理 数 全 体 所 成 之 集 的 可 数 性 


下 面 的 定理 给 出 一 个 非常 重要 的 结论 。 
定理 1.3.8 有理数 全 体 所 成 之 集 Q 为 可 数 集 。 
证 明 令 
A, 一 (工人 二 3， 1 一],2……， 
n n 


则 A, 均 为 可 数 集 ,n 一 1,2,…。 
令 Q 表示 正 有 理 数 全 体 , 则 显然 


Q 一 UA4A,。 
故 由 定理 1.3.4 知 ,Q 为 可 数 集 。 从 而 负 有 理 数 全 体 Q_ 也 是 可 数 集 。 又 
Q=QUQUI(O}+， 
再 用 定理 1. 3. 4, 即 得 Q 之 可 数 性 。 证 毕 。 

注 2 在 数学 分 析 中 ,我 们 已 经 知道 ,有 理 数 全 体 Q 在 实数 轴 上 有 稠密 性 , 即 
任何 两 不 同 实数 之 间 均 存在 有 理 数 。 读者 将 会 看 到 ,有 理 数 集 Q 所 具有 的 稠密 性 
和 可 数 性 是 我 们 研究 许多 问题 时 的 有 力 工 具 。 

四 、 编 号 定理 

1. 编号 定理 

引 理 3 设 S 为 由 有 限 个 自然 数 所 组 成 的 有 序数 组 的 全 体 所 成 之 集 , 则 S 为 可 
数 集 。 

证 明 设 S 是 由 一 个 自然 数 所 组 成 的 有 序数 组 的 全 体 : 

1,2,3,，…。 

设 S: 为 由 两 个 自然 数 所 组 成 的 有 序数 组 的 全 体 : 
(1,1),(1,2),(1,3),，…， 
(2,1),(2,2),(2,3)，…， 
(3,1),(3,2),(3,3)，…， 


设 S; 为 由 三 个 自然 数 所 组 成 的 有 序数 组 的 全 体 : 


”25 


《1,2,1),(1,2,2)，(1,2,3)，…， 


(ae 


(2,1,1),(2,1,2),(2,1,3),*， 
(2,2,1)， (2,2,2)，(2,2,3)，…， 


这 样 一 直下 去 ,我 们 可 以 定义 由 个 自然 数 所 组 成 的 有 序数 组 的 全 体 S,,n 一 
1 ,2,"*。 
由 定理 1.3.4 知 ,每 一 S,(n 一 1,2,…) 均 为 可 数 集 ,而 显然 

S=US,. 

再 用 定理 1. 3. 4, 即 得 S 之 可 数 性 。 

定理 1.3.9 若 集 A~SoCS, 则 A 必 为 至 多 可 数 集 。 

这 一 定理 的 成 立 是 显然 的 。 

因 该 定理 的 条 件 “A~S。” 也 可 表述 为 “A 可 用 由 有 限 个 自然 数 所 组 成 的 有 序数 
组 编号 ”, 故 称 该 定理 为 “编号 定理 ”。 

在 证 明 集 合 的 可 数 性 时 ,与 使 用 可 数 集 的 并 和 集 性 质 ( 定 理 1. 3.4) 相 比较 ,使 用 
编号 定理 常常 可 使 论证 过 程 更 加 简捷 。 

2. 编号 定理 的 用 法 

用 编号 定理 证 明 集 合 A 的 可 数 性 时 ,可 用 以 下 两 个 步骤 : 

( 工 ) 证 : 按 某 种 对 应 关系 g, Ya€E Ah,a 均 可 与 某 个 由 有 限 个 自然 数 所 组 成 的 
有 序数 组 相对 应 。 

(IT 证 :ValaEA,a 天 az , 则 ca 和 as 所 对 应 的 数组 也 不 相同 。 

此 时 ,车 令 S = pg(A), 则 S,CS 且 A~S,。 因 此 ,在 完成 第 (了 ) 和 (了 ) 两 步 之 
后 , 即 可 得 结论 :A 为 一 至 多 可 数 集 。 

注 3 ”在 第 (I 了) 步 中 ,A 中 不 同 元 素 所 对 应 的 数组 中 所 含 自然 数 的 个 数 ,可 不 
尽 相 同 ( 当 然 必须 是 有 限 个 )。 下 面 我 们 用 例子 说 明 这 一 点 。 

3. 应 用 举例 

例 1 证明: 平面 上 其 坐标 为 正 整数 的 点 的 全 体 K 为 一 可 数 集 。 

证 阴 

(1) YPEK, 设 PP 的 坐标 为 (n,m) ,n,mEN, 则 令 P 与 数组 (n,m) 对 应 。 

(了 ) 设 PEK, 其 坐标 为 (n,m'),P' 头 P。 则 其 坐标 也 不 相同 , 即 数 组 
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(no ) 天 Gm) 
故 由 编号 定理 , 即 知 K 至 多 可 数 。 而 已 知 K 为 一 无 限 集 , 故 K 必 为 可 数 集 ,证 


例 2 证 明 : 空 间 中 其 坐标 为 正 整 数 的 点 的 全 体 为 可 数 集 。 

证 明 方法 与 例 1 完全 相同 。 

例 3 证 明 : 正 整数 系数 多 项 式 全 体 M 为 可 数 集 。 

证 明 

CIT) VYf7) 二 吉 十 mT 十 下 十 nn 17”!EM. 其 中 避 yn nm 1 及 mm 均 为 正 
整数 , 则 令 了 三 与 数组 (mw ,nn ,….n.,) 相对 应 。 

(有 设 所 (x) 二 no 十 十 十 nw 412” EM, 其 中 ,ni ,… ,nm-1 及 m 均 
为 正 整数 (有 可 能 m 关 m), 户 (z) 关 f(x), 则 fi(r) 和 xz) 的 系数 必 不 全 相同 ， 
故 数组 (as sme) 天 Cor)。 

由 编号 定理 , 即 知 M 至 多 可 数 ,而 已 知 M 为 无 限 集 , 故 M 必 为 可 数 集 。 

在 此 例 中 ,我 们 看 到 ,次 数 不 同 的 多 项 式 所 对 应 的 数组 中 所 含 的 自然 数 的 个 数 
是 不 同 的 。 

例 4 证 明 : 平 面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 世 为 可 数 集 。 

证 明 因 有 理 数 全 体 Q 为 可 数 集 , 故 可 排 成 无 穷 序 列 的 形式 : 

Q 一 (rr r,s! 

(1 ) YPEL, 设 其 坐标 为 (xr, ,7 ) ,其 中 ,rEQ, 则 令 P 与 数组 (n,m) 对 应 。 

(LEL) 设 P'EL, 其 坐标 为 (rw ,rw ),P' 关 P, 则 P 与 P 的 坐标 也 不 相同 , 即 数组 
(n' sm ) (n,m), 

故 由 编号 定理 ,可 知 L 至 多 可 数 。 而 显然 为 一 无 限 集 , 故 工 必 为 可 数 集 。 


五 、 不 可 数 集 


上 面 我 们 讨论 了 可 数 集 的 概念 .性 质 和 许多 例子 。 读 者 很 自然 会 提出 这 样 的 
问题 ;是否 任何 无 限 集 均 是 可 数 集 ? 下 面 的 定理 告诉 我 们 ,对 这 一 问题 的 回答 是 否 
定 的 。 以 下 我 们 用 工 表示 区 间 ,用 |1| 表 示 其 长 度 。 

定理 1.3.10 实数 区 间 [0,1] 不 是 可 数 集 。 

证 明 “用 反 证 法 。 设 [0,1] 为 一 可 数 集 , 则 

[Lo0,1] = {x ,rr r,s )}, 


记 [0,1] 为 1, 此 时 可 作 闭 区 间 工 C1, 使 |1 | 一 二 且 x ED 
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给 。 


实 变 函 数 


同样 可 作 闭 区 间 有 Cn, 使 | | 一 上 
用 数学 归纳 法 不 难 证 明 , 此 程序 可 一 直 进 行 下 去 。 故 可 得 一 列 闭 区 间 {1,), 满 


(1) 1, DL DODO, DL,D 大 名 撤 - 


(ii) | 二 二 n= 1,2,. 


(iii) x El, n= 1,2,. 

由 (bi 和 区 间 套 定理 ,可 知 jxzeEL0,1j,zrE 二 1,2,…。 因而 由 Gii) 可 
知 z 天 mr 一 1 2 即 zrEtzzr 一 [0,1]。 从 而 得 出 矛盾 。 故 [0,1] 必 
不 是 可 数 集 。 

此 定理 告诉 我 们 ,不 是 可 数 集 的 无 限 集合 是 存在 的 。 

定义 1.3.2 称 不 是 可 数 集 的 无 限 集合 为 不 可 数 集 。 

由 本 节 推 论 3, 我 们 进一步 看 到 ,任何 区 间 , 包 括 实数 全 体 R' , 均 是 不 可 数 集 。 

由 此 ,我 们 也 看 到 了 一 个 重要 事实 : 同 是 无 限 集 , 但 彼此 间 也 有 对 等 与 不 对 等 
之 分 。 这 一 事实 正 是 我 们 下 节 将 要 建立 的 “集合 的 基数 ”概念 的 基础 和 出 发 点 。 


$1.4 ”集合 的 基数 


本 节 中 我 们 讨论 集合 中 “所 含 元 素 的 多 少 ” 这 一 问题 。 事实 上 ,在 $1.2 和 
§ 1.3 中 我 们 已 开始 了 对 这 一 问题 的 讨论 。 集合 间 的 对 等 概念 的 建立 ,对 有 限 集 和 
无 限 集 ,可 数 集 和 不 可 数 集 的 研究 ,实际 上 都 是 在 研究 集合 中 “所 含 元 素 的 多 少 ” 
这 一 问题 。 本 节 中 ,我 们 将 在 已 有 概念 和 结果 的 基础 上 ,建立 集合 的 所 谓 “ 基 数 ” 概 
念 及 其 某 些 重要 结论 。 

对 于 有 限 集 来 说 ,这 个 问题 非常 简单 ,每 个 有 限 集 都 有 所 含 元 素 的 “个 数 ” 这 
样 一 条 性 质 , 不 同 集合 间 存 在 这 种 性 质 上 的 异同 ,这 种 异同 从 对 等 与 否 中 反映 出 
来 , 即 

所 含 元 素 个 数 相同 < 一 > 彼此 对 等 ， 
所 含 元 素 个 数 不 同 => 彼此 不 对 等 。 

对 于 无 限 集 来 说 ,我 们 在 》1. 3 中 已 看 到 ,尽管 它们 所 含 元 素 个 数 都 是 无 限 
多 ,但 是 ,它们 彼此 间 也 有 对 等 与 不 对 等 之 分 。 因 此 ,无 限 集 在 其 元 素 个 数 为 无 限 
多 的 同时 ,还 是 有 类 似 于 有 限 集 的 “元 素 个 数 多 与 少 ” 这 样 一 条 性 质 , 彼 此间 这 种 
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性 质 有 异同 。 这 种 异同 也 是 从 对 等 与 否 中 反映 出 来 的 。 但是, 我们 清楚 地 看 到 , 适 
用 于 有 限 集 的 “元 素 个 数 ”这 一 概念 已 不 能 反映 无 限 集 的 这 种 性 质 。 对 于 无 限 集 的 
这 种 性 质 以 及 这 种 性 质 上 的 差异 ,必须 建立 新 的 概念 进行 描述 。 人 们 把 无 限 集 的 
这 种 性 质 称 为 集合 的 “基数 ”。 下 面 我 们 所 建立 的 “基数 ”概念 对 无 限 集 和 有 限 集 均 
适用 。 对 于 有 限 集 , 它 就 是 其 所 含 元 素 的 个 数 。 


一 、 基 数 概 念 


对 一 切 集合 进行 划分 , 凡 彼此 对 等 者 归于 同一 族 , 彼 此 不 对 等 者 归于 不 同 的 
族 。 对 这 每 一 集 族 赋予 一 个 记号 , 称 该 记号 为 该 集 族 中 每 一 集合 的 基数 或 势 。 记 
集 A 的 基数 为 A。 

规定 : 

(i) 空 集 的 基数 为 0, 即 Z@ = 0。 

(ii) 有 限 集 的 基数 即 为 所 含 元 素 个 数 , 比 如 : 集 A 为 含 x 个 元 素 的 有 限 集 , 则 入 


一 No 


(iii) 可 数 集 的 基数 均 记 为 六 0 (字母 “ 淮 ”, 读 为 “ 阿 列 夫 ”) 或 a, 称 为 可 数 
基数 。 


(iv) 可 与 [0,1] 对 等 的 集合 归 为 一 族 , 其 基数 记 为 从 或 “, 称 为 连续 基数 。 
由 基数 概念 可 知 :对 集合 4A 和 了 ,有 


A=B <->A~B, 
注 1 由 上 所 述 ,“ 基 数 ” 是 彼此 对 等 的 集合 的 共同 属性 ,是 有 限 集 的 “元 素 个 
数 ” 概 念 的 推广 。 


二 、 基 数 的 大 小 


定义 1.4.1 若 集 A 和 B 不 对 等 ,但 A 可 与 B 的 某 真子 集 B。, 对 等 , 则 称 集 有 4 
的 基数 小 于 集 B 的 基数 ,或 B 的 基数 大 于 A 的 基数 , 记 为 
A 二 B 或 B 二 A。 
注 2 
(i) 规定 :对 空 集 的 基数 0 和 任意 有 限 集 的 基数 n, 均 有 
9 < 1。 

(ii) 按 基 数 大 小 之 定义 ,基数 n.a 和 * 之 间 显 然 有 关系 : 

< ud < rc。 (1) 


(it) 车 仅 知 A ~ B,CB, 则 此 时 有 两 种 可 能 :或 = 或 A 二 B, 可 记 为 A 之 
B, 即 
A~ BCB<—>A<B, (2) 
(iv) 由 式 (2) 我 们 又 有 
ACB—~A 达 8B, (3) 
注 3 
(i) Bernstein 定理 可 表述 为 以 下 基数 形式 : 
A<BHAB<A—>~A=B. 
(ii) 定理 1.3.5,1.3.6 和 1.3.7 也 可 表达 为 基数 形式 : 
定理 1.3.5 一 无 限 集 并 上 一 有 限 集 或 可 数 集 , 其 基数 不 变 。 
定理 1.3.6 一 无 限 集 减 去 一 有 限 集 ,其 基数 不 变 。 
定理 1.3.7 ”一 无 限 集 减 去 一 可 数 集 , 若 仍 为 一 无 限 集 ; 则 其 基数 不 变 。 
注 4 ”基数 大 小 关系 具有 合理 性 , 即 
A=B, A<B, A>B 
三 者 :1) 仅 居 其 一 ;2) 必 居 其 一 。 
对 于 结论 1) ,用 Bernstein 定理 即 可 证 得 。 对 于 结论 2) 的 证 明 , 需 用 到 较 深 的 
集合 论 知识 ,在 此 从 略 ( 参 阅 参考 文献 [1] 第 十 四 章 )。 


三 、n 维 空间 R" 的 基数 

1.R: 及 R' 上 的 任何 区 间 的 基数 

由 [0,1] = c, 再 由 1.3 推论 3, 我 们 有 : 

定理 1.4.1 R! 及 R' 上 的 任何 区 间 的 基数 均 为 c。 

2. R"(n 一 2,3,…) 的 基数 

为 研究 n(n 二 2,3,…) 维 空间 R" 的 基数 ,我 们 先 建 立 以 下 结论 : 


定理 1.4.2 ” 记 实 数列 的 全 体 为 R”, 则 
Re” 一 c。 


证 明 ”我 们 分 两 步 进行 。 
(I) 令 
B= {名}: 为 实数 ,0 之 和 过 1n 二 12,0*) 
下 面 证 明 :B = c。 为 此 内 需 证 明 :B~(0,1)。 
(i) YXE(0,1), 令 zx 与 B 中 的 元 素 
\ 
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相对 应 , 则 易 知 (0,1) 与 B 的 一 子 集 对 等 。 
(iD VE 二 (559)EB, 将 每 一 所 均 表示 为 十 进位 无 限 小 数 形式 ， 


& = 0. diet", 
bz = 0. é21b22 °°* Gan s 


6 = 0. 61én En", 
后 作 十 进位 小 数 pC 人 ) (类似 于 $1.3 引 理 1 中 的 做 法 ): 
9p(é) 一 0. &1€12 be1 "bnk2, 11 
显然 pC) EC0,1), 且 当 VEB,n 关 时 , 必 有 gD) 产 g(。 故 知 B 与 (0,1) 的 


人 
合 (D 和 (ii) ,由 Bernstein 定理 即 知 B ~ (0,1)， 即 孔 = (0,1) 一 c。 
CD 证 :;B = Rr , 即 证 了 一 Re。 
作 上 映射 g:B 一 R™* :VE 一 (全 名 汪 


有 ,定义 


J 一 {tan(& 一 去)t stan( 镶 一方)xn)。 


显然 ,y 是 由 B 到 R” 的 双 射 , 即 B 一 R™。 
由 以 上 两 结论 , 即 知 R™ 一 c。 
定理 1.4.3 R" = cn = 1,2,.。 
R" 一 c 即 可 。 


证 明 ”我 们 已 知 R' = c, 故 仅 需 证 : 当 n2 时 ,Re 一 
(I) YVzER', 令 上 与 Re 中 的 元 素 (z,0,0,…,0) 相 对 应 , 则 显然 R' 可 与 R" 的 


一 子 集 对 等 , 故 R" 宇 R' = c。 
(I) VS 一 (6 名 6 ) ER", 令 其 与 R” 中 的 元 素 (名 ,名 


, 则 显然 R" 可 与 R” 的 一 子 集 对 等 , 故 R 之 R” = c。 
结合 ( 工 ) 和 (T[T) ,由 Bernstein 定理 的 基数 形式 ， 即 知 Re 一 = cn = 2,3, 


四 、 三 进位 小 数 全 体 和 二 进位 小 数 全 体 的 基数 
为 给 第 二 章 内 容 作 一 些 准备 ,本 节 我 们 讨论 三 进位 小 数 全 体 和 二 进位 小 数 全 


,加 ,0,0，… } 相 


体 的 基数 。 
1. 三 进位 小 数 
定义 1.4.2 称 形 如 
沁 名 ,其 中 一 0 或 2n 二 12, 


| 


的 数 为 三 进位 小 数 。 


我 们 将 三 进位 小 数 > 党 记 为 0. aiaz…a…; 将 三 进位 小 数 的 全 体 记 为 Ms 。 


对 于 一 个 三 进位 小 数 
0, Q1Q2 "dn, 


若 存在 自然 数 ”使 
2 一 0，VRD>Pm， 


则 称 该 三 进位 小 数 为 三 进位 有 限 小 数 。 三 进位 有 限 小 数 的 全 体 记 为 M5?。 


称 非 有 限 的 三 进位 小 数 为 三 进位 无 限 小 数 。 三 进位 无 限 小 数 的 全 体 记 为 


My”, 
显然 有 
M, = Mi UM9 。 
称 有 理 数 集 


A; = {1 一 1,2,…;3" 一 1j2 = 1,2,..) 


为 三 进位 分 点 集 。 显 然 ,A;C(0,1), 且 易 知 A; 为 可 数 集 , 即 太 二 a。 
2. [0,1] 中 的 数 的 三 进位 小 数 表示 
定理 1.4.4 [0,1] 中 的 数 均 可 表示 为 三 进位 小 数 ,并 有 : 

(i) YxE(0,1)\A;, 均 可 唯一 地 表示 为 三 进位 无 限 小 数 ， 
(ii) YxEA;, 均 可 表示 为 三 进位 无 限 小 数 和 有 限 小 数 两 种 形式 ; 
(ii) 0 和 1 的 三 进位 小 数 分 别 表示 为 

0 一 0.00…， 

1 一 0.22.…2.…。 


证 了 明 
证 (站 ,YXE(0,D)\A,。 
第 一 步 : 将 L0,1j] 等 分 为 三 个 闭 区 间 : 
(1) 1 (1) -一 1 2 (1) -一 2 
中 = [90 了]，J 生 一 [二 ,全 ]，7 和 一 [ 生 ,]， 


则 z 必 唯 一 地 属于 其 中 之 一 , 设 为 Jo" (ae = 0,1 或 2), 得 数 xz 一 马 。 


(4) 


第 二 步 :将 闭 区 间 js 等 分 为 三 个 闭 区 间 ;J50 ,J ,J 外, 则 xz 必 唯一 地 属于 其 


中 之 一 , 设 为 J2 (as 一 0,1 或 2), 得 数 zo 一念 十 器 。 
如 此 下 去 ,得 一 数列 {z, } : 
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a U2 Un 
克 二 十 各 十 下 十 可 ， 
其 中 a 一 0,1 或 2， k=1,2,.,7n; nn 二 1,2,° 


显然 有 


即 


这 样 ,z 即 被 唯一 地 表示 为 三 进位 小 数 形 式 , 且 必 为 无 限 小 数 。 
证 (Ci) :对 此 结论 ,我 们 不 作 详 证 , 仅 举 几 例 说 明之 。 


取 z 一 立 EA,。 

在 第 一 步 中 心 同 时 属于 Ji 和 JP。 

若 将 村 视 为 属于 Ji , 则 w = 0, 这 样 ,其 后 任 一 a, 均 为 2, 即 此 时 二 可 表示 为 
如 下 无 限 小 数 形式 ， 


1 一 
可 = 0.022…2…。 


若 将 于 视 为 属于 Jf , 则 @ = 1。 这样 ,其 后 任 一 o, 均 为 0, 即 此 时 村 可 表示 为 
如 下 有 限 小 数 形式 ， 


1 _ 
可 二 0.100 Oo 


再 如 z 一 写 和 xz 一 志 分 别 可 有 如 下 两 种 表示 形式 ， 


2 /0.122.2.. 
3 和 200…0，…” 
7 1f0.2022.…2… 
9 人 2100.+0.." 
一 般 地 ,VY xEA;, 均 有 这 样 无 限 小 数 和 有 限 小 数 两 种 形式 : 
0, ayas ddr 2 
0 aidzeea Cantl 二 1)00.0.. 


其 中 Gr 一 0,1 或 2,k 二 1 ,2 7 90 + 一 0 或 l;n 一 12，…。 
证 (iii) :这 是 显然 的 事实 。 
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3. 三 进位 小 数 全 体 Ma: 的 基数 
定理 1.4.5 三 进位 小 数 全 体 Ms 的 基数 为 “。 
证 明 
由 三 进位 小 数 之 定义 1. 4.2, 易 知 
M, <[0,1] = c。 
由 定理 1.4.4 知 , YxE(0,1] 均 可 唯一 地 表示 为 三 进位 无 限 小 数 , 且 显然 , 当 
ZX1,T2E(0,1] ,Xl 关 Xx: 时 ,所 表示 为 的 三 进位 小 数 也 不 同 , 故 
c=0,1]<M? <M,. 
由 Bernstein 定理 , 即 得 Ms 二 c. 证 毕 。 
4. 二 进位 小 数 全 体 的 基数 
与 三 进位 小 数 类 似 , 我 们 有 : 
定义 1.4.3 称 形 如 


2 上 一 0. aaz…a… ,其 中 Un 一 0 或 lsn 一 1 2 
n= 1 


的 数 为 二 进位 小 数 。 
二 进位 小 数 的 全 体 记 为 M;。 类 似 可 证 : 
定理 1.4.6 二 进位 小 数 全 体 的 基数 也 为 c。 
由 该 定理 可 直接 推 得 下 面 的 很 有 用 的 结论 : 
定理 1.4.7 由 0 和 1 两 数字 重复 排列 所 成 数列 的 全 体 所 成 之 集 的 基数 为 c。 


五 、Cantor 定理 


学 了 第 三 段 之 后 ,读者 很 可 能 会 提出 这 样 一 些 问 题 ;是 否 任 一 无 限 集 的 基数 均 
小 于 或 等 于 c? 或 者 说 是 否 存在 其 基数 比 c 还 大 的 集合 ? 是 否 存 在 最 大 的 基数 ? 本 
段 下 面 所 建立 的 定理 很 好 地 回答 了 这 些 问题 . 我们 从 一 集合 的 方 守 集 概念 开始 。 

定义 1.4.4 称 集 M 的 一 切 子 集 的 全 体 所 成 之 集 为 集 M 的 方 规 集 , 记 为 2”。 

注 5 

(GD 设 工 为 M 的 方 容 集 , 则 : 

集 M 的 每 一 子 集 均 是 的 一 个 元 素 , 反 之 ,T 的 每 一 元 素 也 均 为 M 的 一 个 子 


这 一 事实 虽然 很 简单 ,但 对 于 下 面 定理 的 证 明 却 是 十 分 重要 的 。 
(让) 车 MM 关 儿 , 令 T 表示 M 的 单元 素 子 集 的 全 体 , 则 显然 Ti 为 之 真子 集 ， 
且 M~Ti, 即 M 可 与 2” 的 一 真子 集 对 等 。 
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(iii) 设 作为 一 有 限 集 ,含有 n(n 为 0 或 任意 自然 数 ) 个 元 素 , 即 M = n, 则 易 知 
其 方 寒 集 2” 中 含有 2" 个 元 素 , 即 
27 = 2，。 (5) 
因 ?< 2 ,7 二 0,1,2, 呈 , 故 对 有 限 集 M 来 说 , 必 有 
”MM 
这 一 结果 可 推广 到 无 限 集 , 即 有 下 面 的 重要 定理 : 
定理 1. 4.8(Cantor 定理 )” 设 M 为 任 一 集合 , 则 有 
M25, (6) 
证 明 ”不 妨 设 M 尖 好, 仍 将 2” 简 记 为 T, 下 面 证 明 M 一 工 。 
( 工 ) 由 注 5(6 ,已 知 M 可 与 了 的 真子 集 T 对 等 。 
CI) 证 :M 不 能 与 T 对 等 。 
用 反 证 法 。 设 MLT。YxEM, 记 g(x) 为 Mi。 因 M, 为 M 的 一 个 子 集 , 故 zx€E 
M, 和 xEM, 二 者 必 居 其 一 且 仅 居 其 一 。 


令 


M= {rx:xEM H xrEM.,)}, 
即 M 为 M 中 不 属于 所 对 应 的 子 集 的 元 素 全 体 。 对 YrxEM, 则 xEM 和 xzEM 二 
者 必 居 其 一 且 仅 居 其 一 , 且 易 知 M 夫 他。 
因 MrCM, 故 MET, 因 而 3zEM, 使 M = p(x ) AM 即 为 x* 所 对 应 的 子 
集 。 
此 时 ， 
(i) 若 习 ENM 一 =>x' 属于 所 对 应 的 子 集 了 一 EM 。 
得 出 矛盾 , 故 x* EM 不 可 能 。 
(ii) 车 x EM 一 一 心 不 属 于 所 对 应 的 子 集 本 一 TERM 
也 得 出 矛盾 ,故居 EM 也 不 可 能 。 
从 而 得 出 矛盾 结果 ,这 即 证 明 :M 和 T 必 不 对 等 。 
结合 ( 工 ) 和 ( 工 )， 故 得 M 一 工 ， 证 毕 。 
注 6 
(i) 车况 = jy, 则 常 将 M 的 方 寒 集 2 的 基数 记 为 2。 这样 ,定理 1. 4. 8 可 表述 
于 基数 形式 : 
上 之 2 (jp 为 任意 基数 )。 
(ii) 确实 存在 基数 六 > c, 即 确 存在 其 基数 比 c 大 的 集合 ,比如 : 
2011 = 2° > Cc。 


> SS 
ER 
全 -和 实 变 函数 


(iii) 不 存在 最 大 的 基数 。 
(Civ) 可 以 证 明 :对 于 可 数 基数 和 连续 基数 c, 有 关系 式 
2° = Cc 


此 结论 的 证 明 留 作 习 题 。 
六 、Cantor 连续 统 假设 


读者 必然 也 会 提出 这 样 一 个 问题 ,在 可 数 基数 4 和 连续 基数 c 之 间 是 否 存 在 其 
他 基数 ? 即 是 否 存在 集合 A, 使 其 基数 A 满足 
aa<A<c? 
合 论 的 创始 人 Cantor 为 解决 此 问题 花 了 很 大 的 精力 ,但 没有 能 解决 ,后 来 
他 作 了 这 样 一 个 猜想 :这 种 集合 是 不 存在 的 , 即 在 a 和 < 之 间 无 其 他 基数 。 这 就 是 
有 名 的 所 谓 “Cantor 连续 统 假设 ”。 
该 假设 提出 之 后 ,花费 了 很 多 数学 家 大 量 的 精力 ,但 都 没有 结果 .成 为 数学 中 
的 难题 之 一 。 在 1900 年 的 巴黎 国际 数学 会 议 上 ,著名 数学 家 Hilbert 提出 了 23 个 
数学 难题 ,该 假设 被 列 为 其 第 一 个 难题 。Hilbert 在 会 上 说 ,尽管 人 们 做 了 最 勤奋 
的 努力 ,但 没有 一 个 人 获得 成 功 。 
直到 1963 年 ,人 们 证 得 :这 一 假设 事实 上 与 目前 广泛 采用 的 公理 系统 ( 即 ZFC 
公理 系统 ) 是 独立 的 ,不 可 能 用 这 一 公理 系统 给 予 证 明 。 这样 ,在 这 一 公理 系统 之 
下 ,这 一 问题 算是 有 了 一 个 明确 的 解答 。 


第 1~8 题 中 ,A,B,C 为 任意 集合 ,证明 所 列 关 系 式 。 


A\B = ANtB, 
AN(BUO = (AnB)UCAnC)。 
AU(NB) =N (AUB). 

人 二 入 2€A 
(NAD =U A, 

AEAR AEA 
(4AUB)NB = ANB。 
4mnB=ANB = B\tA, 
(A\BJUB= AUB。 


入 
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(A\B)UB= A <>BCA, 
8. (A\B)UB = (AUB)\B < 一 > 有 一 他。 


第 9 ~ 11 题 中 ,f(x) 为 已 上 的 实 函 数 ,aER' 为 常数 ,证 明 所 列 关系 式 。 
9.E[f >a]=UEL/>at+t]. 


10. E[f < a] =-UEL/<a 一 邯 ]。 


11. E[ fa] =N ELf/ <atil. 


12. 设 {f,(x)} 为 集 EE 上 的 一 列 实 函 数 , 又 设 
h(x) = inf{ /, (x)}, 
证 明 :YaER', 有 
E[h <a]=UELf, < 四。 
13. 设 实 函 数列 {f(x)} 在 玉 上 收 人 钙 于 f(x), 证 明 ; YaER!, 有 
E[f <a]=N UNEL,<ati]. 
k=1N=1n=N 

14. 设 {A,}) 为 递减 集 列 , 证 明 

limA, = limA, = A,. 


Ho 


15. 对 于 集 EE 的 子 集 A ,定义 A 的 特征 函数 为 E 上 的 如 下 函数 ;VY r+EE， 


1， vrEA, 
X(T) 一 _ 
0， VYzEA。 


证 明 : 若 {4A,) 为 FE 的 一 列子 集 , 则 
X ima, (xz) = limX, (7)。 
16. 证 明定 理 1. 2. 4 与 Bernstein 定理 的 等 价 性 。 
17. 证 明 : 若 A 飞 B ,AICA,BICB,A 世 DB , 则 
(A\A1)T (BN\B)., 
. 并 以 反例 说 明 : 一 般 说 来 , 命题 “4 一 B,ACA4A,BCB,A 一 Bi，, 则 (ANA) 一 
(BANAB)” 不 成 立 。 
18. 设 A 为 无 限 集 ,B 为 有 限 集 , 证 明 
(A\B)~A, 
19. 设 A 为 无 限 集 ,B 为 可 数 集 , 若 A\B 仍 为 无 限 集 , 证 明 


(A\B)~A, 


并 举 反例 说 明 : 若 无 *A\B 仍 为 无 限 集 ” 这 一 条 件 , 则 该 命题 不 成 立 。 


20. 证 明 : 空 间 中 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 成 一 可 数 集 。 

21. 证 明 :R 上 以 互 不 相交 的 开 区 间 为 元 素 的 集合 为 至 多 可 数 集 。 

22. 证 明 :R' 上 的 单调 函数 的 不 连续 点 至 多 有 可 数 多 个 。- 

23. 设 A 为 一 无 限 集 , 证 明 : 必 存在 4ACA4, 使 4~A4, 且 ANA 为 一 可 数 集 。 
24. 设 A 为 一 可 数 集 ,证明 :A 的 所 有 有 限 子 集 的 全 体 也 成 一 可 数 集 。 

25. 设 A 为 其 长 度 不 等 于 零 的 开 区 间 所 组 成 的 不 可 数 集 。 证 明 : 36 汪 > 0, 使 A 


中 有 无 限 多 个 开 区 间 的 长 度 均 大 于 9。 


26. 证 明 :[0,1]j 上 的 无 理 数 全 体 成 一 不 可 数 集 。 
27. 称 整 数 系数 多 项 式 的 实 根 为 代数 数 , 称 R: 中 的 非 代 数 数 为 超越 数 。 证 明 


R' 中 代数 数 的 全 体 成 一 可 数 集 ,进而 证 明 超越 数 的 存在 。 
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28. 证 明 :2“ 二 c, 其 中 a 为 可 数 基 数 ,c 为 连续 基数 。 
29. 证 明 :[0,1] 上 的 连续 函数 的 全 体 的 基数 为 c。 
30. 证明:[0,1] 上 的 单调 函数 的 全 体 的 基数 为 c。 
31. 证 明 :[0,1] 上 的 实 函 数 全 体 的 基数 为 2 。 

32. 设 AUB = c, 证 明 ; 和 A 和 B 中 至 少 其 一 为 c。 


n 维 空间 中 的 点 集 


在 上 一 章 所 建立 的 一 般 集合 论 的 基础 上 ,本 章 研 究 n 维 空间 R" 中 的 集合 理 
论 , 即 所 谓 Re 中 的 点 集 论 , 为 下 面 建立 Lebesgue 测度 和 积分 理论 进一步 做 好 准备 
工作 。 而 R" 中 的 点 集 论 本 身 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 意义 。 


$2.1 nn 维 空间 R" 


为 明确 起 见 ,在 本 节 中 ,上 略 提 n 维 空间 R" 以 及 R" 中 的 一 些 概念 和 结论 。 这 些 
概念 和 结论 在 数学 分 析 中 一 般 都 学 过 , 故 对 所 提 结 论 均 不 予 证 明 。 

所 谓 n 维 空间 R" ,就 是 由 个 实数 所 组 成 的 有 序数 组 (& ,&,,…,&,) 的 全 体 所 
成 之 集 。 称 为 R" 的 维 数 , 称 R" 中 的 元 素 工 = (8&1 ,&,… ,86,) 为 点 , 称 & 为 xr 的 第 
i 个 坐标 (; 二 1,2,…,n), 称 点 (0,0,…,0) 为 R" 的 原点 , 记 为 0。 

下 面 引入 R" 中 的 几 个 概念 和 相关 的 结论 。 

1. 区间 

定义 2.1.1 设 4,6ER' ya 过 bi 一 1,2,…,ns 称 R" 中 的 点 集 

了 一 {r= (6 ba Ebi,i= 1,2,.,n) (1) 

为 开 区 间 , 记 为 Cai ,bi ;az bas" ;a 1b,)。 

车 式 (1) 中 的 诸 不 等 式 均 换 成 a; 过 & 过 5,i 二 1,2,…,n, 则 称 了 为 闭 区 间 , 记 
为 [Lai ,bi 5;a sb,]。 

若 式 (1) 中 的 诸 不 等 式 均 换 成 a; < 之 & 志 bi,i 二 1,2,…,n, 则 称 1 为 左 开 右 闭 区 
间 , 记 为 (a1,b1 3 ;a ,b,j]。 | 

注 1 开 区 间 、 闭 区 间 , 左 开 右 闭 区 间 以 及 式 (1) 中 的 不 等 式 中 有 等 号 出 现时 
所 定义 的 集合 ,统称 为 区 间 。 


人 


2 | 
验 、 


定义 2.1.2 对 区 间 也, 称 


上 = TE a) 
i=1 


为 区 间 工 的 体积 。 


此 体积 概念 ,在 R' 中 即 为 区 间 的 长 度 ,在 R* 中 即 为 区 间 的 面积 ,在 R' 中 即 为 


通常 的 体积 。 


注 2 数学 分 析 中 所 定义 之 无 限 区 间 , 如 (ae, 十 oo0)( 其 中 ER')( 按 定义 


2. 1. 1, 它 们 不 是 区 间 ) ,我 们 仍 称 为 无 限 区 间 。 以 后 车 无 特别 说 明 , 所 提 到 的 区 间 ， 
均 是 在 定义 2.1.1 意义 下 。 


为 工 


间 。 


2. 距离 
定义 2. 1.3 设 一 (& ys) sy 一 (nm 1 ) 均 属 于 R", 称 


[D8 — 1 (2) 
和 了 的 欧 几 里 德 距 离 ,简称 为 距离 ; 记 为 p(x,y) o 
距离 有 以 下 基本 性 质 (zx,y,zER") : 


(i) 非 负 性 :o(zyy) 0, 且 o(zryy) = 二 0 二 >r=y; 
(ii) 对 称 性 :p(x,y) = p(y,7x); 
(iii) 三 角 不 等 式 :o(z,y) 委 pCzyz) 十 (zy)。 


由 此 可 推 得 

OZyy) 之 |eGzyz) — plz,y) | (3) 
n 维 空间 R" 按 式 (2) 定 义 距 离 之 后 , 称 为 n 维 欧 几 里 德 空间 ,简称 为 n 维 欧 氏 空 
3. 收 伊 


定义 2.1.4 设 x,xrmnER"(m 一 1,2…), 若 


pzosZ) 0 (m0°0), 


则 称 点 列 {x;} 收 敛 于 x, 记 为 


limz, 一 7 或 zx 一 ar-> co)。 


m 全 xl 


称 {z。 } 为 收敛 点 列 ,z 为 {xz}) 的 极限 。 


1 


按 此 收敛 概念 ,有 所 谓 “ 距 离 的 连续 性 ”成 立 ( 其 证 明 留 作 习 题 )。 
定理 2. 1.1( 距 离 的 连续 性 ) 
Zn -> 工 且 yn >y por yn) > pTY) (mm 00), 


其 特例 为 


第 二 六 维 空间 中 的 点 集 


Tn > TITTY) pry) (yER',m— 00), 
4. 邻 域 
定义 2.1.5 设 zroER",S> 二 0, 称 
{Z:zER"oCzro) < 0} 
为 以 zo 为 中 心 .8 为 半径 的 邻 域 ,或 称 为 z 的 8 邻 域 或 简称 为 邻 域 , 记 为 O(xo ,6) 。 
我 们 称 
{I:TER" ,oxr,ro) SO} 
为 以 xo 为 中 心 .以 6 为 半径 的 闭 邻 域 ,或 与 邻 域 O(xo ,6) 相应 的 闭 邻 域 , 或 简称 为 
闭 邻 域 , 记 为 O(zo,6)。 
邻 域 有 以 下 简单 性 质 : 
(GD 设 zEOCr;5) 则 38 汪 0, 使 
OCzi 6 CO(Czo,S); 
(ii) 设 有 OCzro ,6) ,ziER", 若 


0<o 入 六 且 p(zvz) 过 多， 


则 
O(Czi O01 )CO(Czo ,0); 
(iii) 设 有 OCro ,6) ,x ER", 若 


0<6 < 仿 且 priszo) < 


Xo EOlri0) CTO 06); 
(iv) 在 邻 域 概念 之 下 ,点 列 的 收敛 性 有 以 下 等 价 定义 : 
Tw -> TI 这 VOCro,0), 存 在 自然 数 NN, 使 当 m 宇 N 时 ,有 xx, EO(Czro,6)。 
5. 有 界 集 
定义 2.1.6 设 ACR", 着 3M 汪 > 0, 使 Vr = (&1,&,…,&)EA, 均 有 
I& lM, i= 1,2,,n, 
则 称 A 为 有 界 集 。 
集合 的 有 界 性 有 以 下 等 价 定义 
A 为 有 界 集 < > 3M >0, 使 xzEA, 有 pz,0) < M 。 
< 一 >A 可 被 包含 于 以 原点 0 为 中 心 的 某 邻 域 中 。 
< 一 >A 可 被 包含 于 某 开 区 间 中 。 


对 于 有 界 集 4 ,我 们 称 
SD PtF1y) 
为 集 A 的 直径 , 记 为 diamA。 
关于 有 界 点 列 , 在 数学 分 析 中 已 经 知道 有 以 下 重要 定理 ; 


定理 2. 1.2(Bolzano-Weierstrass 定理 ) R" 中 任何 有 界 点 列 均 存 在 收 敏 子 
列 。 


$2.2 与 一 点 集 有 关 的 点 和 集 


本 节 引 人 一 个 点 集 的 内 点 ,边界 点 、. 聚 点 和 孤立 点 等 点 的 概念 以 及 边界 . 导 集 
和 闭 包 等 集 的 概念 ,最 后 引入 集合 的 稠密 性 和 琉 朗 性 以 及 孤立 集 和 离散 集 等 概念 。 
这 些 概 念 都 是 点 集 论 中 重要 的 基础 概念 ,必须 熟练 掌握 。 

以 下 均 设 :点 集 ECR" ,roER"。 


一 、 内 点 和 边界 点 


定义 2.2.1 

(i) 车 3 OCxo ,6) CCE, 则 称 zo 为 巨 之 内 点 ; 

(ii) 车 3 OCzxo,6) ,使 OCzxo ,80) 站 E = 多, 则 称 zxo 为 EE 之 外 点 ; 

(ii) 若 ze 的 任 一 邻 域 中 均 含 属于 巨 的 点 ,也 均 含 不 属于 五 的 点 , 则 称 zo 为 E 
的 边界 点 。 

例 1 若 将 邻 域 O(ze ,8) 作为 上 述 定义 中 的 集 已 , 则 有 : 

(i) 邻 域 中 之 每 一 点 均 为 该 邻 域 之 内 点 ; 

(ii) 著 工 满足 (zyzo) >6, 则 z 为 邻 域 O(zo,6) 之 外 点 ; 

(iii) 车 xz 满足 p(z,xo) 一 9, 则 < 为 邻 域 DO(zo,8) 之 边界 点 。 

注 1 

(i)E 之 内 点 必 属 于 E ,EE 的 外 点 必 不 属于 EE,E 的 边界 点 可 能 属于 EE, 也 可 能 不 
属于 EE。 

(ii) 点 集 下 的 内 点 全 体 .外 点 全 体 和 边界 点 全 体 三 个 集合 两 两 不 交 且 其 并 为 
整个 R"。 


二 、 聚 点 和 孤立 点 


定义 2.2.2 若 z 的 任 一 邻 域内 均 含 巨 的 无 限 多 个 点 , 则 称 re 为 已 的 聚 点 或 
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极限 点 。 
定理 2.2.1 以 下 四 命题 等 价 
(i) zo 是 五 的 聚 点 ; 
(ii) zx。 的 任 一 邻 域内 , 除 ze 外 ,至 少 含 五 的 一 个 点 ; 
(iii) 存在 三 中 的 不 等 于 zu 的 点 列 {(z,) 收 敛 于 ros 
(iv) 存在 E 中 的 互 异 的 点 列 {x,} 收 伍 于 zo 。 
证 明 
证 (i) 一 >> (ii) ;显然 。 
证 (i 一 => (iii) ;VnEN， jzr, 关 zi 使 mnEOCr miE, 则 mw 一 maco)。 


故 点 列 {z,} 即 为 所 求 。 

证 GD) 二 => (iv):; 设 点 列 {z) CE 关 osn 二 12 ,Xs 闻 zo; 则 该 点 列 必 
成 一 无 限 集 。 事实 上 , 若 {z,} 构 成 一 有 限 集 , 则 必 有 一 点 z 在 其 中 重复 无 限 次 数 , 故 
必 构 成 {zx} 的 一 收敛 于 x 的 子 列 , 而 x 关 x,, 即 与 整个 点 列 {x,} 收 敛 于 xo 蔬 盾 。 因 
{Xo} 构 成 一 无 限 集 , 故 {x,) 必 有 子 列 {x,} 满 足 {x,}CE , 诸 x, 互 异 且 zw 一 To 
(一 co)。 

证 (iv) 一 > 一 (1) :显然 。 

例 2 若 在 R' 中 令 


则 有 唯一 的 聚 点 x = 二 0。 
注 2 由 聚 点 之 定义 知 : 
(iD 互 之 聚 点 可 属于 王 , 也 可 不 属于 已 ; 
(ii) 有 限 点 集 必 无 聚 点 ; 
(iii) xo 不 是 已 之 聚 点 
< 和 -> 了 O(Czro,9) ,使 其 中 仅 含 EE 的 有 限 多 个 点 
< 了 O(z, ,3) ,使 其 中 除 rz。 外 ,不 含 五 的 任何 点 。 
$ 2. 1 中 的 Bolzano-Weierstrass 定理 (定理 2. 1.1) 可 用 聚 点 概念 表述 如 下 : 
定理 2.2.2(Bolzano-Weierstrass 定理 ) ”R" 中 有 界 无 限 点 集 至 少 有 一 个 聚 
Bolzano-Weierstrass 定理 的 这 两 种 形式 的 等 价 性 证 明 , 由 读者 自己 作出 。 
. 定义 2.2.3 设 x,EE, 且 OCro,6) ,使 其 中 除 ze 外 ,不 含 EE 的 任何 点 , 则 称 
Xo 为 下 的 孤立 点 。 
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例 3 例 2 中 的 集 E 的 每 一 点 均 为 F 之 孤立 点 。 
例 4 自然数 的 全 体 N = (1,2,…) 中 的 每 一 点 均 为 N 的 孤立 点 。 
注 3 互 的 孤立 点 均 属 于 五 。 


三 、 内 点 、 边 界 点 、 聚 点 和 孤立 点 的 关系 


我 们 先 看 一 例 。 
例 5 在 R' 中 , 设 
E= (0,1]U{2}, 


(i) (0,1) 中 的 每 一 点 均 为 巨 之 内 点 ; 

(ii) 点 0,1 和 2 均 为 之 边界 点 ; 

(iii) [0,1j 中 的 每 一 点 均 为 下 之 聚 点 ; 

(iv) 点 2 为 玉 之 孤立 点 。 

定理 2.2.3 . 

(GD 瓦 中 之 点 必 为 且 仅 为 其 内 点 和 边界 点 二 者 之 一 ; 
(ii) 王 中 之 点 必 为 且 仅 为 其 聚 点 和 和 孤立 点 二 者 之 一 ; 
(ii) 巨 之 内 点 必 为 EE 之 聚 点 ,但 反之 不 然 ; 

(iv) 巨 之 孤立 点 必 为 巨 之 边界 点 ,但 反之 不 然 。 
结论 (ii) 和 (iv) 中 之 反例 ,可 从 例 5 中 找到 。 


四 、 边 界 、 导 集 和 闭 包 


定义 2.2.4 
(iD 称 的 边界 点 的 全 体 为 E 的 边界 , 记 为 9E; 
(ii 称 互 的 聚 点 的 全 体 为 瑟 的 导 集 , 记 为 E'; 
Giii) 称 EUE' 为 EE 的 闭 包 , 记 为 EE。 
例 6 车 EE 为 有 限 点 集 , 则 E' = 名 。 
例 7 ”对 于 例 5 中 的 点 集 下 : 
aE = {0,1,2}, 
E'’ = [0,1], 
E= [0,1]U{2), 
注 4 由 导 集 之 定义 及 定理 2. 2.1 可 知 ; 
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XoEFE! 
< 一 >zo 的 任 一 邻 域内 必 含 请 的 无 限 多 个 点 
寺 >xo 的 任 一 邻 域内 除 ze 外 ,至 少 含 玉 的 一 个 点 
< 一 > 存在 玉 中 的 不 等 于 xo 的 点 列 {zo} 收 伍 于 zo 
< 存在 王 中 的 互 异 的 点 列 {z,} 收 敛 于 zo 。 
注 5 由 闭 包 的 定义 可 知 ， 
(iD EDE; 
(i) zo EE< 一 > 的 任 一 邻 域内 均 有 下 的 点 
< 存在 EE 中 的 点 列 {x,) 收 伍 于 zo; 
(ii) xs EE < 一 > 存在 zx, 的 一 个 邻 域 与 已 不 相交 。 
例 8 任何 邻 域 之 闭 包 均 为 其 相应 的 闭 邻 域 , 即 
Oxo10) = {x:xER" or, 10) SH} = Oro 6), 
以 后 我 们 也 将 闭 邻 域 记 为 O(zo ,6)。 
注 5 和 例 8 之 结论 的 证 明 均 留 作 习题 。 
定理 2.2.4 设 ACR",BCR", 则 
(D ACB 一 一 4'CB'; 
(i) ACB 一 4ACB， 
这 是 注 4 和 注 5 的 直接 结果 。 
定理 2.2.5 设 ACR",BCR", 则 


(GD (4AUB) = A'UB'; (1) 
(GD AUB = AUB。 
证 明 
证 (1): 
证 “ 必 ”; 
ACAUB 一 一 ACC4AUB) ， (定理 2. 2. 4) 
BCAUB 一 ~B'CCAUB) ， ( 同 理 ) 
从 而 得 


4'UBCCAUB) 。 
证 “C”,YxoE(AUB)', 则 3 (x,}CAUB, 互 异 , 且 x 一 xo。 
车 {x,} 中 有 无 限 多 项 属于 A, 则 {x,} 中 必 有 子 列 {x,}CCA, 互 异 , 目 ~> To 
(有 -> co)。 故 roEA' ,从 而 zcE4AUB。 
车 {x,} 中 仅 有 有 限 多 项 属于 A, 则 必 有 无 限 多 项 属于 B, 同 理 ,xo EB' ,也 得 x。 
EA'UB', 


45 


一 一 一 各 


S| 


故 “C” 成 立 。 

两 方面 相 结合 , 即 得 式 (1) 。 结论 (i) 证 毕 。 

结论 (i) 之 证 明 留 作 练习 。 

五 、 集 合 的 稠密 性 和 下 朗 性 

1. 稠密 性 

在 数学 分 析 中 ,我 们 已 经 知道 ,有 理 数 全 体 Q 在 R' 中 具有 稠密 性 。 现在 我 们 


在 R" 中 引入 集合 稠密 性 的 定义 。 


定义 2.2.5 设 ECR", 若 R" 中 的 任 一 点 的 任 一 邻 域 中 均 有 EE 的 点 , 则 称 E 在 


R" 中 是 稠密 的 。 


由 该 定义 , 像 在 数学 分 析 中 一 样 ,我 们 也 有 : 

例 9 有 理 数 全 体 Q 在 R' 中 稠密 。 

易 证 这 一 结论 可 推广 至 R", 即 有 : 

例 10 有 理 点 ( 即 其 坐标 全 为 有 理 数 的 点 ) 的 全 体 在 R" 中 稠密 。 


由 注 5(i) ,显然 有 : 
定理 2.2.6 五 在 Re 中 秽 密 < 二 >E 二 Re。 
2. 牙 朗 性 


定义 2.2.6 设 下 CR', 若 R 中 任 一 点 的 任 一 邻 域 中 均 包 含 一 子 邻 域 与 下 不 


相交 , 则 称 EE 在 R" 中 是 朴 朗 的 或 无 处 稠密 的 。 


注 6 在 R 中 ,显然 有 : 
E 是 疏 朗 集 
< 任 一 开 区 间 中 均 有 一 子 开 区 间 与 五 不 相交 。 
集合 的 朴 朗 性 有 多 种 等 价 定义 ,下 面 我 们 仅 列 出 两 个 等 价 定义 ,以 加 深 对 这 一 


概念 的 认识 ,其 证 明 留 作 习 题 。 
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定理 2.2.7 以 下 三 命题 等 价 : 

(iD EE 是 玖 朗 集 ; 

(iD E 中 不 含 任何 邻 域 ; 

(iii) %( 巨 ) 是 稠密 集 。 

注 7 ”由 该 定理 , 易 证 : 

束 朗 集 之 余 集 必 是 稠密 集 。 

但 是 ,稠密 集 之 余 集 未 必 是 朴 朗 集 .读者 自己 作出 反例 。 
注 8 非 稠密 集 未 必 芯 朗 , 非 疏 朗 集 也 未 必 稠 密 。 
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读者 只 需 造 出 一 个 既 非 稠密 也 非 疏 朗 的 集 即 可 说 明 这 一 事实 。 
六 、 琶 立 集 与 离散 集 


定义 2.2.7 若 一 点 集 的 每 一 点 均 为 该 集 之 孤立 点 , 则 称 该 集 为 孤立 集 。 

定义 2.2.8 车 EE = 名 , 则 称 玉 为 离散 集 。 

例 11 例 2 中 的 点 集 E 为 一 孤立 集 , 但 不 是 离散 集 ,因为 它 有 一 聚 点 x = 0， 
故 E 关 名 。 

例 12 自然 数 全 体 N 为 一 离散 集 。 

注 9 离散 集 必 为 孤立 集 , 但 反之 不 然 。 

定理 2.2.8 孤立 集 必 为 至 多 可 数 集 。 

证 明 留 作 习题 。 


$2.3 开 集 . 闭 集 与 完备 集 


本 节 研 究 R" 中 的 开 集 、 闭 集 和 完备 集 的 概念 与 性 质 以 及 完备 集 的 一 个 重要 特 
例 :Cantor 集 。 本 节 内 容 对 于 下 一 章 中 测度 理论 的 建立 有 重要 作用 。 
以 下 均 设 :ECR" ,FCR",。 


一 、 开 集 和 闭 集 概念 


定义 2.3.1 在 R" 中 ,车 玉 中 的 每 一 点 均 为 E 的 内 点 , 则 称 E 为 R" 中 的 开 集 。 
注 1 车 EE 为 开 集 , 则 
ZX0EPR 后 > 为 玉 之 内 点 。 

因而 , 若 zo 不 是 已 之 内 点 , 则 必 有 xo EE。 

例 1 

(i) 显然 ,R" 和 2 均 为 开 集 。 

(ii) 由 $2.2 例 10i) 可 知 :任何 邻 域 均 为 开 集 。 

(iii》R! 中 ,任何 开 区 间 (a,5) 均 为 开 集 。 

(iv) 任何 非 空 有 限 点 集 均 不 是 开 集 。 

定义 2.3.2 若 E 包 含 了 它 的 所 有 育 点 , 则 称 为 闭 集 。 

注 2 显然 有 

E 为 闭 集 二 >EDE'，。 
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例 2 由 闭 集 之 定义 , 易 知 : 

(i) R" 和 好 均 为 闭 集 。 

(ii) 显然 ,车 E = BG( 即 EE 为 一 离散 集 ), 则 为 闭 集 。 因此 ,由 $2.2 例 6 知 ， 
有 限 点 集 均 为 闭 集 。 


二 、 开 集 和 闭 集 的 性 质 

1. 导 集 和 闭 包 的 闭 集 性 

定理 2.3.1 ”对 任何 点 集 ECR" ,其 导 集 已 和 闭 包 巨 均 为 闭 集 。 

证 明 

(I) 证 E 为 闭 集 。 只 需 证 

(E')'CE', (1) 

任 取 xo ECE')' ,下面 证 明 xo。 EE 。 

任 取 x。 的 一 个 邻 域 O(zo ,8) 。 由 xzoE(CE) , 故 了 zi 天 zoomEOCz ,ONE'。 

由 邻 域 的 简单 性 质 , 3O(z ,2 CO(Cr ,6), 且 可 取 8 充分 小 ,使 mwEO(Cz ,6 )。 

由 Xx1EE ,xzEOCx1,61) 门 E。 这 样 ,x;EOCzo 6) 门下 ,上 且 xz 和 xn。 这 即 说 明 ， 
zo 的 任 一 邻 域内 除 ze 外 ,至 少 含 巨 的 一 个 点 xz, 故 zoEE' 。 从 而 得 式 (1), 即 E' 为 


闭 集 。 
CI) 证 EE 为 闭 集 。 
E= EUE’ 
一 一 (BE)' = E'U (E’) (定理 2. 2. 5)。 
—>(E)’=F ((E')'CE' 及 并 集 吸收 律 )。 
—> (E)'CE (E'CE) 
一 => 玉 为 闭 集 。 


由 该 定理 及 3 2.2 例 8 可知, 任何 闭 邻 域 及 R' 中 的 任何 闭 区 间 均 为 闭 集 。 
2. 闭 集 的 等 价 定义 
定理 2.3.2 EFE 为 闭 集 <>E = EE, 
证 明 ”只 需 注意 : 
E=E<—E=EUE' < 人 EPE (并 集 吸 收 律 ) 
推论 1 设 五 为 闭 集 , 若 xoEE, 则 3 OCzro,6) ,使 
O(ro HNE = 弛 。 
这 是 定理 2.3.2 和 8 2.2 注 5Gii) 的 直接 结果 。 
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定理 2. 3.3 

王 为 财 集 和 二 巨 中 任何 收敛 点 列 的 极限 均 属 于 瓦 。 

证 明 

证 “= 一 ~”: 设 (z ) CE,x, -> ZX0。 

若 存 在 自然 数 m ,使 r， = zo, 则 xo EE。 

蔡 对 任何 自然 数 n, 均 及, 关 , 则 xoEE'。 而 玉 为 闭 集 ,E'CE, 故 也 有 zx,EE。 


任 取 ze EE 
一 了 (xz }CE, 使 x, 一 zo ($2.2 注 4) 
—> zo EE, (已 知 条 件 ) 


由 此 即 知 E'CE, 即 EE 为 闭 集 。 

3. 财 集 的 基本 性 质 

定理 2.3.4 

(i) R" 和 2 均 为 闭 集 ; 

(ii) 有 限 个 闭 集 之 并 仍 为 闭 集 ; 

(iii) 任意 多 个 闭 集 之 交 仍 为 闭 集 。 

《结论 CD 在 例 2 中 已 述 ,为 保证 闭 集 基 本 性 质 的 完整 性 ,在 此 作 一 重复 。) 

证 了 明 

证 (iD : 设 FI 和 Fi 均 为 闭 集 , 则 

(FIUF)’ = FIUFi CF UF,, 

故 户 UF; 为 闭 集 。 

用 数学 归纳 法 即 可 证 得 有 限 个 闭 集 之 并 的 情形 。 

证 (ii); 设 FF,AEACA 为 任 一 号 标 集 ) 均 为 闭 集 。 

由 包含 关系 及 定理 2.2.4 知 

MFCF, VAEA 


一 一 CO0FD) CCR) CE， VAEA 
一 一 CORD) COnP。 
故 知 站 FF 为 一 财 集 。 
注 3 任意 多 个 闭 集 之 并 不 一 定 仍 是 闭 集 。 
例如 :$1.1 例 6 中 


局 [-1T 二 1 一直 一 (一 1D， 


i” 
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其 中 每 一 闭 区 间 [一 1 十 二 ,1 一 地 ] 均 为 闭 集 ,但 其 可 数 并 (一 1,1) 却 为 开 集 。 


4. 开 集 和 闭 集 的 关系 
定理 2.3.5 
(i) 闭 集 的 余 集 为 开 集 ; 
(ii) 开 集 的 余 集 为 团 集 。 
证 明 
证 (i); 设 下 是 闭 集 , 下 面 证 明 %F 是 开 集 。 
任 取 zo EF 
= ro EF 
一 > ] OCzo,6) ,使 OCzxo,0) 人 站 F 一 (FF 为 闭 集 及 推论 1) 
一 > 了 0(zo,0) ,使 O(zxo ,6)CF 
一 二 zo 为 6 之 内 点 。 
由 开 集 之 定义 , 即 知 8F 为 一 开 集 。 
证 (iD : 设 G 是 开 集 , 下 面 证 明 %G 是 闭 集 ,这 只 需 证 明 (%G)'C%G 即 可 。 
任 取 xo€(%G)" 
一 => xo 的 任 一 邻 域内 均 含 “2 的 点 
一 zo 不 是 G 之 内 点 
一 > xo EG (G 为 开 集 及 注 1) 
一 ToEY。 


因而 C6G)'C%G, 即 6G 为 闭 集 。 


由 该 定理 可 知 : 
下 为 闭 集 < 一 >%F 为 开 集 。 
G 为 开 集 < > 为 闭 集 。 
5. 开 集 的 基本 性 质 
定理 2.3.6 


(i) R" 和 多 均 为 开 集 ; 

(ii) 有 限 个 开 集 之 交 仍 为 开 集 ; 

(ii) 任意 多 个 开 集 之 并 仍 为 开 集 。 

(结论 (GD 在 例 1 中 已 述 ,为 保证 开 集 基本 性 质 的 完整 性 ,在 此 也 作 一 重复 。) 

证 明 ”由 闭 集 的 基本 性 质 、 对 偶 定理 以 及 上 述 开 集 和 闭 集 的 关系 , 即 很 易 证 
得 此 结论 。 
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注 4 ”任意 多 个 开 集 之 交 也 不 一 定 仍 为 开 集 .例如 :$1.1 例 8 中 


~ 1 1、 |- 
站 (一 1 一 去 上 1 十 去 ) = [一 1,1]， 


其 中 每 个 开 区 间 ( 一 1 一 二,1 十 二) 均 为 开 集 ,但 其 可 数 交 [一 1,1] 却 为 闭 集 。 


由 上 述 三 个 定理 , 易 证 : 

推论 2 设 G 为 一 开 集 ,下 为 一 闭 集 , 则 

(GD G\F 为 开 集 ; 

Gi) F\G 为 闭 集 。 -- 


三 、 有 界 闭 集 的 性 质 


定理 2.3.7 设 下 为 一 有 界 闭 集 , 则 下 中 任 一 点 列 均 有 收敛 于 其 自身 的 子 列 。 

证 明 ”这 一 结论 是 Bolzano-Weierstrass 定理 和 定理 2. 3.3 的 直接 推论 。 

在 建立 下 面 的 定理 之 前 ,我 们 先 明 确 一 下 关于 “一 集 族 覆盖 一 点 集 ” 的 概念 。 

对 于 R" 中 的 点 集 已 和 集 族 { 已 :XEA} (CA 为 任 一 号 标 集 ) ,车 满足 

U OE, 
EA 
即 
YrEE,3AEA, 使 xEE， 

则 称 集 族 {E :XEA} 覆 盖 了 上 ,或 称 集 族 {E, :XEA} 是 玉 的 一 个 覆盖 。 

设 {E :XEA} 为 的 一 个 覆盖 ,可 有 以 下 几 种 情形 : 

(i) 车 A 本 身 为 有 限 集 , 则 称 {E :XEA}) 为 巨 的 有 限 覆 盖 。 类 似 可 定义 无 限 覆盖 
和 可 数 覆 盖 等 。 

(ii) 若 每 个 E, 均 为 开 集 , 则 称 { 巨 :XEA} 为 了 的 一 开 覆 盖 。 若 每 个 EE 均 为 开 
区 间 , 则 称 {E;:X4EA}) 为 玉 的 开 区 间 覆 盖 。 

(ii) 若 集 A1 CA ,而 集 族 {E :XEAi} 同 样 覆 盖 了 EE, 则 称 集 族 {E :XEAl}) 是 履 
盖 { 忆 :MEA4) 的 一 个 子 覆盖 .。 若 此 时 4;: 又 是 一 有 限 集 , 则 称 {E :XEA1) 为 有 限 子 覆 
盖 。 类似 可 定义 可 数 子 覆盖 等 。 

定理 2. 3.8(Borel 有 限 黎 盖 定 理 ) 设 下 为 有 界 闭 集 ,被 开 集 族 G = {G :4AE€A} 
所 覆盖 , 则 从 G 中 必 可 选 出 有 限 个 开 集 同样 覆盖 下 。 

该 定理 可 简 述 为 :对 于 有 界 闭 集 , 任 何 开 覆盖 均 有 有 限 子 覆盖 。 

该 定理 的 证 明 方 法 有 多 种 ,下 面 所 采用 的 方法 有 利于 该 定理 的 进一步 推广 。 

证 明 ”不妨 设 下 取 好 。 以 下 证 明 分 为 两 步 。 

(IT ) 证 :38>0, 使 VzEF,OCz,6) 必 会 于 属于 G 的 某 一 开 集 之 中 。 满足 这 一 


1 


、 - 通 。 实 变 函 数 


条 件 的 6 称 为 Lebesgue 数 。 
我 们 用 反 证 法 证 明 Lebesgue 数 的 存在 性 。 若 不 然 , 则 对 任意 自 然 数 , 数 均 


不 能 作为 6, 即 x,EF, 使 OCz, ,之 ) 不 能 被 含 于 属于 G 的 任何 开 集中 ,这 样 即 得 一 


点 列 {x,}。 


因 下 为 有 界 闭 集 , 用 定理 2.3.7, 即 知 存 在 点 列 {x,) 的 一 个 子 列 {x, ) ,使 x， -> 
Xo ;月 xo EF 


因 集 族 G 覆盖 了 F, 故 3CEG，, 使 Xo EG,。, G 为 开 集 , 故 Xo 为 G 之 内 点 , 即 
了 O(Czo ,r) ,使 


OOCzosr)CC。 
取 i 充分 大 ,使 以 下 两 式 同时 成 立 : 


px ,X00) 过 误 ， 


则 
Olx, ,二 ) CO(Czo ,7), 
因而 
Orz, ,CG, 
"ns; 
这 与 xz。 的 取 法 相 巴 盾 。 从 而 知 Lebesgue 数 6 是 存在 的 。 
([ ;证 :存在 G 的 有 限 子 覆盖 。 
因 下 为 有 界 集 , 故 显然 可 将 下 分 为 满足 下 列 条 件 的 有 限 块 下 ,Fas ，… ,下 ,之 并 ， 
(i) F=UF,; 
(ii) 诸 F; 两 两 不 交 ,i = 1,2,"…,n; 
(iii) 任 一 FF 中 任意 两 点 间 的 距离 均 小 于 6。 
任 取 yiEF,, 作 Olyi16) ,i = 1,2,""* ,no 由 {F,:i = 1,2,…,n} 所 满足 的 条 件 
(iii) 及 的 性 质 , 则 有 
Olyi,6) ODF, 1 二 1,2,"",n, 
jG;EG, 使 Gi; DO(y;'0), i 一 1,2," ,no 


故 
G; DF,, i= 1,2,.",n, 


1 


第 二 章 . 维 空间 中 的 点 集 


从 而 
UGDUF, = F。 
这 样 ,G ,Gs,…,G, 即 为 所 求 之 有 限 子 覆盖 。 
证 毕 。 


四 、 完 备 集 及 特例 Cantor 集 


1. 完备 集 

定义 2.3.3 车 点 集 EE 的 每 一 点 均 为 E 的 聚 点 , 则 称 王 是 自 密集 。 

注 5 瑟 为 自 密集 

<—>ECE’ 

< 一 >E 无 孤立 点 。 

例 3 

(i) 任何 开 集 均 为 自 密集 ,特别 是 R" 中 的 任何 邻 域 和 R! 中 的 任何 开 区 间 均 为 
自 密集 ; 

(ii) [0,1] 中 的 有 理 数 的 全 体 为 自 密集 ; 

(iii) R", 以 及 R" 中 的 任何 闭 邻 域 OCxo,6) 均 为 自 密集 ,R' 中 的 任何 闭 区 间 
也 均 为 自 密集 。 这 些 集合 同时 也 是 闭 集 。 

定义 2.3.4 称 自 密 的 闭 集 为 完备 集 。 

注 6 ”显然 有 : 

FE 为 完备 集 <>E=E'. 

例 4 R", 名 以 及 R" 中 的 任何 闭 邻 域 以 及 R! 中 的 任何 闭 区 间 均 为 完备 集 。 而 
R" 中 的 任何 邻 域 ,R' 中 的 任何 开 区 间 及 [0,1] 中 有 理 数 全 体 均 只 是 自 密集 .不 是 
完备 集 。 

2. Cantor 集 

在 完备 集 概 念 和 例 4 之 下 ,容易 产生 这 样 一 种 认识 ;既然 完备 集 的 每 一 点 均 为 
其 聚 点 ,并 且 它 叉 包 含 了 其 聚 点 之 全 体 . 那 么 ,R' 中 的 完备 集 必定 布 满 某 个 区 间 。 
事实 上 ,这 是 一 种 错觉 。 下 面 所 引入 的 完备 集 的 一 个 著名 特例 一 一 Cantor 集 ,不 仅 
清楚 地 告诉 了 我 们 这 种 认识 是 错误 的 ,而 且 还 进一步 告诉 我 们 ,一 个 完备 集 甚 至 可 
以 同时 是 一 个 玖 朗 集 。Cantor 集 是 一 个 构思 巧妙 的 重要 集合 , 它 还 具有 另外 一 些 
初 看 起 来 简直 难以 置信 的 性 质 。 这些 性 质 被 人 们 成 功 地 用 来 构造 出 了 一 些 重要 的 
反例 。 

Cantor 集 的 构造 方法 如 下 : 


多 


保留 两 端的 闭 区 间 ， 
J = [0.3] J = [$1] 
第 二 步 :将 保留 的 两 闭 区 间 Ji? 和 J 如 分 别 三 等 分 ,分 点 为 二 ,二 ,二 和 号。 再 
分 别 对 这 两 闭 区 间 ,去 掉 其 中 间 的 开 区 间 ， 
1 一 (一 (5 
保留 两 端的 闭 区 间 ， 
J 一 [0 本 一 [ 且 , 村 ]J 各 一 [各 人 ]J 人 2 一 [全 ,。 


第 三 步 :再 将 保留 的 各 闭 区 间 三 等 分 ,去 掉 中 间 的 开 区 间 ,保留 两 端的 闭 区 间 。 
如 此 一 直下 去 (参阅 图 2. 1) 。 


1) 1 由 
J I J 
个 ~ 
JP 7 J J 1 J 
A 站 AA 一 人 人 人 人 人 人 人 
0 1 2 1 和 2 了 8 1 
9 9 3 3 9 9 
图 2.1 


去 掉 的 所 有 开 区 间 之 并 ,显然 为 开 集 , 称 为 Cantor 开 集 , 记 为 G。 
我 们 称 [0,1]\G 为 Cantor 集 , 记 为 C。 


注 7” 按 上 述 构造 方法 ,每 一 步 所 保留 的 闭 区 间 的 端点 , 即 分 点 地 , 马 , 序 , 邓 ， 


,7 均 不 属于 G, 全 为 永远 去 不 掉 的 点 , 故 必 属 于 C。 因而 ;C 关 2。 


注 8 为 清楚 起 见 ,我 们 将 每 一 步 中 去 掉 的 开 区 间 和 保留 的 闭 区 间 的 个 数 和 
长 度 列表 如 下 : 


工 
9 
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去 掉 的 开 区 间 保留 的 闭 区 间 


注 9 第 n 步 后 ,Cantor 集 C 即 被 含 于 2" 个 ,其 长 度 为 二 的 互 不 相交 的 闭 区 间 


J 和 天 中。 即 在 每 一 步 中 ,Cantor 集 C 总 是 被 包含 在 有 限 个 互 不 相交 的 闭 
区 间 中 。 随 着 步 数 的 无 限 增加 ,这 些 闭 区 间 的 个 数 将 无 限 增 大 ,其 长 度 将 无 限 减 小 。 
定理 2.3.9 Cantor 集 C 有 以 下 性 质 : 
(GD C 为 非 空 完备 集 ; 
(ii) C 为 朴 朗 集 ; 


(iiD C= 
(iv) Cantor 开 集 G 中 的 所 有 开 区 间 的 长 度 和 为 1 。 
证 了 明 


证 (i): 注 7 中 已 指明 C 关 名 。 因 G 为 开 集 ,由 本 节 推 论 2, 即 知 C 必 为 闭 集 。 故 
仅 需 证 C 为 自 密集 , 即 证 CCC 。 

任 取 xoEC, 任 取 ze 的 一 个 邻 域 OCzo,6) = (ro 一 9,zro 十 6)。 

取 自 然 数 m ,使 


1 
a < (2) 
sr < 


在 Cantor 集 构造 方法 中 的 第 mw 步 后 ,zo 将 被 含 于 某 个 保留 的 闭 区 间 J (1 
志 记 和 2m) 中 , 设 Ji% 一 [6 丰 , 则 和 7 均 属于 C, 且 
1 
7 一 二 3 
由 式 (2), 必 有 [Le, 人 站 COCzo ,0), 即 &,7 均 属于 OCro ,60) 1C。 而 ,7 中 至 少 其 一 
不 等 于 xzoy 故 zuoEC'。 


这 样 即 得 CCC , 即 C 为 自 密 集 。 从 而 ,C 之 完备 性 得 证 。 
证 (Ci : 设 1 为 第 n 步 保留 的 所 有 闭 区 间 之 并 , 则 CCJ™ ,J'” 为 闭 集 ,其 中 
闭 区 间 的 长 度 之 和 为 (二 )”,n 一 1,2,…。 
任 取 开 区 间 (a,8) ,8 一 a 二 6 之 0。 取 n 充 分 大 ,使 
(5) 一 6， 
此 时 必 有 : 
(apB) NAJ 是非 空 开 集 ,以 及 [ (a,BDNCjDDLCa,PBN\J'"]。 
从 而 (a,BN\C 也 是 非 空 开 集 。 即 知 (a,8) 中 必 有 一 子 开 区 间 与 C 不 交 。 由 (a,B8) 之 任 
意 性 , 即 得 C 之 朴 朗 性 。 
证 Gii); 
( 工 ) 设 
P 二 三 进位 小 数 表示 式 中 仅 出 现 数字 0 和 2 的 三 进位 小 数 全 体 。 
以 下 将 已 中 的 三 进位 小 数 与 其 值 用 同一 记号 表示 , 故 可 记 为 PCL0,1]。 
P~M,( 二 进位 小 数 全 体 ) 
故 
P=M,=e 
( 卫 ) 根据 1.4 第 四 段 中 三 进位 小 数 表示 法 ,以 及 Cantor 集 的 构造 方法 , 易 知 
Cantor 开 集 G 中 的 数 的 三 进位 小 数 表 示 式 中 必 出 现 数字 1 。 故 


GCL[L0,1N\P 
—>[0,1]N\GDLO,1I\(0,1N\P)=P 
—>~COP 
—>C>Pp 
—>C>e, 
而 显然 
CL0,l1]= 
故 得 
C=c 
证 毕 。 
证 (iv) :Cantor 开 集 G 中 的 所 有 开 区 间 的 长 度 之 和 为 如 下 级 数 之 和 : 
D2 二 。 
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而 该 级 数 之 和 为 1, 故 得 (iv) 之 结论 。 

该 定理 不 容 置疑 地 告诉 我 们 , 非 空 完备 性 . 朴 朗 性 .基数 为 < 和 性 质 (iv) 这 样 四 
条 看 来 似乎 对 立 的 性 质 却 可 以 为 一 个 集合 所 同时 具备 。 这 一 事实 使 人 们 大 大 加 深 
了 对 这 四 条 性 质 的 认识 。 

从 Cantor 集 的 性 质 (iv) 看 ,对 于 Cantor 集 这 样 一 个 非 空 完备 的 ,并 且 可 以 与 
[0,1] 本 身 对 等 的 点 集 , 在 [0,1j 中 却 简直 不 存在 "立足 之 地 ”。 这 一 现象 ,我 们 要 到 
第 三 章 测度 理论 中 才能 真正 理解 。 


五 、c 代数 与 Borel 集 族 


本 段 中 我 们 引入 在 第 三 章 测度 理论 中 所 需要 的 几 个 重要 集合 概念 。 
1.0o 代数 
定义 2.3.5 设 S 为 一 集合 ,F 为 S 的 某 些 子 集 所 组 成 的 集 族 , 满 足 
(i) SEF; 
(ii) 车 A,B 均 属于 F, 则 A\BEF; 
(iii) 若 A, EF,n 二 1,2,…, 则 U A, EF。 
则 称 了 为 S 上 的 一 个 c 代数 (或 c 域 )。 若 S 不 必 提 及 , 则 简称 下 为 一 c 代数 。 
以 后 我 们 称 c 代数 的 性 质 (ii) 为 “了 对 差 集运 算 封 闭 ”, 称 性 质 (iii) 为 “F 对 可 数 
并 运算 封闭 ”。 
不 难 证 明 o 代数 有 以 下 性 质 : 
定理 2.3.10 若是 S 上 的 一 个 c 代数 , 则 
() ZG EF:; 


(i) 车 A,EFsn 一 1,2,…,m(m 为 任 一 自然 数 ), 则 U A, EF; 
(ii) 车 AEF, 则 AEF; 
Civ) 车 A,EF,n 二 1,2,…,m(m 为 任 一 自然 数 ), 则 门 A, EF; 


(v) 若 A,EF.n 一 1,2,…, 则 门 A,EF， 

以 后 我 们 称 性 质 (iD ,Ciii), (Civ) 和 Cv) 分别 为 F“ 对 有 限 并 运算 封闭 ”",“ 对 余 集 
运算 封闭 ”,“ 对 有 限 交 运算 封闭 ”和 “对 可 数 交 运算 封闭 ”。 

例 5 易 知 : 

(iD 令 


F, = {2 ,S}, 


多- 
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则 F 为 一 oa 代数。 
Cii) 令 
Fl 二 S 的 方 罕 集 25， 
则 已 为 一 o 代数 。 
显然 对 S 上 的 任 一 o 代数 FF, 均 有 : 
F,CFCR, 


定理 2.3.11 设 A 是 集合 S 的 一 个 非 空 子 集 族 , 则 S 上 的 包含 A 的 一 切 o 代 
数 之 交 , 仍 为 S 上 的 一 个 o 代数 ,并 为 包含 A 的 最 小 的 o 代 数 。 

此 结论 之 证 明 由 读者 自己 作出 。 

定义 2.3.6 设 A 为 集合 S 的 一 个 非 空子 集 族 , 则 称 包含 A 的 最 小 的 c 代 数 为 
由 A 所 产生 (或 生成 ) 的 ec 代 数 , 记 为 F(A)。 

2. Borel 集 族 

定义 2.3.7 设 ECR"。 

(i) 若 王 为 一 列 闭 集 之 并 , 则 称 王 为 下 。 集 ; 

(ii) 车 EE 为 一 列 开 集 之 交 , 则 称 为 Gs 集 。 

注 10 ”由 本 节 注 3 和 注 4 知 ,F, 集 不 一 定 仍 是 闭 集 ,G; 集 也 不 一 定 仍 是 开 集 。 

注 11 由 对 侦 定理 易 知 : 

(CD F, 集 之 余 集 必 为 G， 集 ; 

(ii) Cs 集 之 余 集 必 为 下 。 集 。 

定义 2.3.8 称 R" 中 开 集 之 全 体 所 组 成 的 集 族 G 所 产生 的 c 代 数 F(CG) 为 R" 
中 的 Borel 集 族 , 记 为 B;B 中 的 元 素 称 为 Re 中 的 Borel 集 。 

易 知 Borel 集 族 有 以 下 性 质 : 

定理 2. 3. 12 

(i) 任何 开 集 和 闭 集 均 为 Borel 集 ,特别 地 ,R" 和 2 均 为 Borel 集 ; 

(ii) 任何 F, 集 和 Gy 集 均 为 Borel 集 ; 

(iii) Borel 集 族 B 对 余 集 ,有限 并 .有 限 交 ,可 数 并 .可 数 交 等 运算 均 是 封闭 的 。 


$2.4 开 集 和 闭 集 的 构造 


本 节 讨论 R' 中 开 集 和 闭 集 的 构造 以 及 R" 中 开 集 的 构造 。 所 得 结论 都 是 下 一 
章 测度 理论 的 重要 基础 。 
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一 、R' 中 开 集 和 闭 集 的 构造 


本 段 中 所 讨论 的 集合 均 在 R' 中 ,并 设 下 面 所 提 到 的 开 区 间 (o,8) 可 为 有 限 或 
无 限 区间 , 即 a 守 一 00,8 志 十 %0。 

定义 2.4.1 设 G 为 开 集 , 若 开 区 间 ( 有 限 或 无 限 )(o,8)CG, 但 a€G 且 8E 
G( 若 a 一 一 品 或 B 一 十 2, 则 gEG 和 BEG 自然 成 立 ), 则 称 开 区 间 (a,8) 为 G 的 一 
个 构成 区 间 。 

引 理 1 开 集 G 的 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 。 

此 引 理 由 读者 自 证 。 

定理 2.4.1 R! 中 任何 非 空 开 集 均 可 表示 为 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 交 的 开 区 
间 ( 有 限 或 无 限 ) 之 并 。 这 些 开 区 间 均 为 G 的 构成 区 间 。 

证 明 ” 设 G 为 R' 中 之 非 空 开 集 。 下面 我 们 分 两 步 进 行 证 明 。 

(I) 证 :YXEG,X 必 属 于 G 的 某 构成 区 间 。 

因 G 为 开 集 , 故 必 存 在 有 限 开 区 间 (a,8) ,使 

xE(ap)CG。 


念 


a 一 inffa:(ayz]CG)， 
6 一 sup(p8:[z,p)CG)， 
此 时 ,a 之 一 ,8 雪上 co。 我 们 得 开 区 间 (o ,8 ) ,显然 zxE (a ,8 )。 下 面 证明 (a'， 
B) 即 为 G 的 一 个 构成 区 间 。 不 妨 设 w > 一 ce,8 < 二 co。 
(GD 证 :l(a ,8)CG。 事实 上 ,YX Ela ,zx], 则 由 a 之 定义 , ja:a 二 a 二 x' 使 
(gyx]CG, 故 x'EG。 即 知 (a',x]CG。 同 理 [x,B8 )CG。 从 而 得 (a' ,8 ) CG。 
(GD 证 :a EG 且 8'EG。 我 们 仅 证 a'EG。 用 反 证 法 。 车 a EG, 则 存在 有 限 开 区 
间 (&,w) ,使 
a E (6 人 CCG。 
故 (&,xz]CG, 但 8 过 a ,这 与 a 之 定义 矛盾 。 因 而 必 有 EGG。 同 理 ,可 得 H EG。 
由 (Gi) 可知,(e ,8 ) 即 为 G 的 一 个 构成 区 间 。 
CI) 由 CI) 即 知 : 
G 二 G 的 所 有 构成 区 间 之 并 。 
由 引 理 1, (将 互相 重合 的 构成 区 间 算 为 一 个 ) 这 些 构成 区 间 两 两 不 交 。 由 第 一 章 
习题 21 知 , 这 些 构成 区 间 为 至 多 可 数 个 。 定理 得 证 。 
注 1 着 G 为 非 空 有 界 开 集 , 则 将 G 表示 为 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 交 的 非 空 
开 区 间 之 并 时 ,这 些 开 区 间 均 为 有 限 开 区 间 , 且 其 端点 均 不 属于 G。 


i 


2 本 
叹 、 实 变 函数 


关于 R' 中 闭 集 的 构造 ,我 们 有 以 下 两 个 结论 。 
定理 2.4.2 设 忆 为 R 中 的 非 空 有 界 闭 集 , 则 必 存 在 闭 区 间 [y,v], 使 
FC[yw] HyEF EF., 
证 明 ”由 本 章 习题 10, 取 
Ap 一 infF， 
vy 一 supF, 
即 为 所 求 。 
以 后 我 们 称 该 区 间 [Ly,vj 为 包含 有 界 闭 集 下 的 最 小 闭 区 间 。 
定理 2.4.3 设 下 为 R' 中 的 非 空 有 界 闭 集 , 则 下 必 是 由 一 闭 区 间 中 去 掉 空 集 
或 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 交 且 其 端点 属于 下 的 开 区 间 而 成 。 
以 后 我 们 称 这 些 开 区 间 为 下 的 余 区 间或 邻接 区 间 。 
证 明 由 定理 2.4.2, 我 们 取 包 含 F 的 最 小 闭 区 间 [y,v]: 
FC[y,v] EyEF,vEF, 
今 
G= [pw ih\F, 
因 
[wy IN\F = CO)\F 
故 G 为 开 集 . 若 G = 作 , 则 结论 正确 , 若 G 关 名 , 则 由 定理 2.4.1 之 注 1, 即 得 本 定 
理 之 结论 。 


二 、R" 中 开 集 的 构造 


关于 R" 中 开 集 的 构造 ,我 们 建立 以 下 两 个 定理 。 

为 建立 第 一 个 定理 ,我 们 在 R: 中 引入 有 理 开 正 方形 的 概念 以 及 相关 的 两 个 引 
理 , 其 证 明 均 留 作 习题 。 

在 R* 中 ,我们 称 四 个 边 的 边 长 均 相 等 的 开 区 间 为 开 正 方形 , 称 以 有 理 点 为 其 
中 心 .以 有 理 数 为 其 边 长 的 开 正 方形 为 有 理 开 正方 形 。 

以 下 引 理 2、 引 理 3 由 读者 自 证 。 

引 理 2 R* 中 有 理 开 正 方形 之 全 体 为 一 可 数 集 。 

引 理 3 在 了 :中 ,对 于 任 一 点 Z 的 任 一 邻 域 O(z,6), 均 存在 有 理 开 正方 形 工 ， 
使 

ZE1 COCzG) 。 
定理 2.4.4 R" 中 任何 非 空 开 集 均 可 表示 为 有 限 个 或 可 数 个 开 区 间 之 并 。 


We 
0 
pr 
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证 明 ”我 们 以 R* 为 例 , 对 一 般 维 空间 可 类 似 证 明 . 设 G 为 R* 中 之 开 集 。 
VzxEG, 因 G 为 开 集 , 故 3OCr,6)CG。 由 引 理 3, 存在 有 理 开 正 方形 1, ,使 
XxElL COCz,6)。 
因而 有 
G=UL,. 

而 由 引 理 2,(1,:xEG} 只 能 为 有 限 集 或 可 数 集 , 因 此 ,G 已 被 表示 为 有 限 个 或 可 数 
个 有 理 开 正方 形 之 并 。 因 有 理 开 正方 形 也 是 开 区 间 , 故 定理 得 证 。 

定理 2.4.5 R" 中 任何 非 空 开 集 C 均 可 表示 为 可 数 多 个 两 两 不 交 的 左 开 右 闭 


区 间 之 并 。 
证 明 
(TI) 任意 取 定 正 整 数 &,R" 均 可 被 分 解 为 可 数 多 个 形 如 
f= 


其 中 m, 遍 取 所 有 整数 ,i 二 1,2,…,n (1) 

的 左 开 右 闭 区 间 之 并 。 式 (1) 中 的 诸 左 开 右 闭 区 间 均 称 为 级 左 开 右 闭 区 间 。 为 方 
便 起 见 ,下 面 我 们 将 式 (1) 中 的 左 开 右 闭 区 间 均 简称 为 区 间 , 记 为 1” ,ji = 1,2,…。 

当 上 有 遍 取 自然 数 全 体 N 时 ,我 们 将 所 得 到 的 这 种 区 间 之 全 体 记 为 M, 即 

M= {1® ,kj = 1,2,..}。 

显然 M 满足 : 

(GD M 为 可 数 集 ; 

(ii) M 中 辐 级 区 间 之 间 两 两 不 交 ， 

(iii) M 中 不 同 级 的 两 区 间 之 间 ,或 不 相交 或 一 个 真 包 含 于 另 一 个 ; 

(iv) 设 & 级 区 间 的 直径 为 di 则 


n 
ct 一 并 ， 


故 当 一 ce 时 ,de 一 0; 
(v) 当 &( 任 意 ) 取 定 时 ,VY xER" ,z 均 唯一 地 属于 M 中 的 某 一 & 级 区 间 7 中。 
([E) 将 一 级 区 间 中 包含 于 G 者 , 称 为 选中 的 一 级 区 间 , 记 为 下 和， 
ji(0 过 mn 志 十 %w, 若 mn, 二 0 即 全 末 选 中 ,下 同 )。 对 于 之 1, 将 包含 于 G, 但 不 包 
含 于 任何 选中 的 1 级 ,2 级 ,…,k& 一 1 级 区 间 中 的 & 级 区 间 , 称 为 选中 的 & 级 区 间 , 记 
为 了 各 (0 委 冯 雪上 二 se)。 记 选中 的 区 间 全 体 为 工 , 则 
了 了 一 U (2 .7 一 1,2," ,7.) 一 {1 :7 一 1 2，…， 763 天 一 1,2,.…,K;K 之 十 co}， 
则 全 满足 ， 
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(i) 工 中 的 区 间 均 两 两 不 交 ， 
(iD 工 必 为 一 至 多 可 数 集 , 将 其 简 记 为 
| T= {m= 1,2 ,NIN + 0}; 

Ciii) M 中 包含 于 G 的 任 一 区 间 I 必 会 于 属于 了 的 某 选 中 的 区 间 中 ，。 

事实 上 ,车 1;* 含 于 属于 工 的 某 1 级 ,或 2 级 ,… ,或 一 1 级 选中 的 区 间 中 , 则 
结论 正确 ;否则 ,1* 本身 即 为 级 选中 的 区 间 。 

《三 〉 我 们 证 明 : 

G=U 工 。 (2) 

证 “一 ”: 显然 成 立 。 

证 “C”; 任 取 xEG。 因 G 为 开 集 , 故 存在 OC(x,8)CG。 由 M 的 性 质 (iv) 和 (Cv)， 
当下 充分 大 后 , 必 存 在 M 中 的 菜 一 级 区 间 1 ,使 

rET® COC(rO), 


故 
ZET2 CG, 
由 了 的 性 质 (iii) , 必 存 在 工 中 的 某 区 间 1 ,使 
I CI。 
故 得 
rE€l, 
从 而 
zeUT， 
“C 〇 ”得 证 。 
最 后 ,由 式 (2) 及 G 是 开 集 和 诸 1 均 为 左 开 右 闭 区 间 , 即 知 N 必 为 十 ce, 即 工 
必 为 可 数 集 。 
定理 证 毕 。 


$2.5 点 集 间 的 距离 


本 节 中 ,我 们 的 任务 是 建立 两 点 集 间 以 及 点 和 集 之 间 的 距离 概念 和 性 质 。 
一 、 概念 及 其 简单 性 质 


定义 2.5.1 设 A,B 均 为 R" 中 的 非 空 点 集 , 称 


| 


第 二 章 . nn 维 空间 中 的 点 集 


inf{p(x.y):rTEA,yEB} 

为 点 集 4 和 8B 间 的 距离 , 记 为 p(A,B)。 

设 zxER",B 为 R" 中 的 非 空 点 集 , 称 

inf{p(x,y):y€EB} 

为 点 x 和 和 集 B 之 间 的 距离 , 记 为 p(x,B)。 

显然 ,点 和 和 集 之 间 的 距离 p(x,B) 可 视 为 两 点 集 间 的 距离 pC(A,B) 当 A 为 一 单 
元 素 集 {x} 时 的 特例 , 即 

p(xr,B) = p({x},B)., 

以 下 所 讨论 的 点 集 都 是 非 空 的 。 

注 1 按 p(A,B) 之 定义 ,未 必 存 在 xEA,y€B 使 p(x,y) = p(A,B)。 例如 : 
在 R: 中 ,对 于 4A= (0,1) 和 B= (1,2), 按 p(A,B) 之 定义 ,显然 p(A,B) = 0。 但 
并 不 存在 x€EA 及 yEB, 使 p(x,y) = 0。 同样 ,对 于 pl(x,B), 也 未 必 存 在 yEB, 使 
po(zyy) 二 p(x，B)。 我 们 将 这 一 事实 简 述 为 :点 集 间 的 距离 以 及 点 和 集 间 的 距离 不 
一 定 能 达到 。 

这 两 个 距离 概念 有 以 下 四 组 简单 性 质 , 这 些 性 质 都 是 其 定义 的 直接 结果 。 故 
其 证 明 均 留 作 练 习 。 这 些 性 质 虽然 简单 ,但 很 重要 、 很 有 用 ,希望 读者 给 予 足 够 的 
重视 。 

定理 2. 5. 1 

(i) p(A,B) > 0; 

(ii) p(A,B) = p(B,A); 

Gii) ANBz YG —>p(A,B) = 0; 

(iv) YXxEA,yEB, 均 有 pl(x,y) 之 p(A,B); 

(v) Ve>>0, jzcEA4A,yxEB, 使 o(ry)<po(A,B) 十 es。 

与 结论 (v) 相等 价 , 有 以 下 结论 : 

只 要 p(A,B)<r(r>>0), 则 3zEA,yEB, 使 p(z,y) 过 7。 

(Vv) tr)CA.w)CB, 使 Cry)-=o(A,B) (co)。 

定理 2.5.2 . 

(iD p(x,B) > 0; 

(1) xEB 一 一 0OCr,B) = 0; 

(iii) VY y€EB, 均 有 p(x,y) 之 p(x,B); 

(iv) Ve 六 0,3yEB, 使 pCx,y) 之 p(x.B)+e。 

与 结论 (iv) 相等 价 , 有 以 下 结论 : 

只 要 p(x,B) < 之 r(r> 0), 则 3 y€EB, 使 p(x,y) 二 7。 
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(v) {yr}CB, 使 p(x yy) 一 p(X,B) (一 co)。 

定理 2.5.3( 点 、 集 间距 离 的 三 角 不 等 式 )” 设 BCR", 则 对 R" 中 任意 两 点 x 和 
2》, 均 有 : 

(D plz,B) < plr,y) p(y,B):; 

Gii) px,y) 宕 |pCxr,B)— ply,B)|. 

定理 2.5.4( 点 、 集 间距 离 的 连续 性 ) 设 BCR",zo ,znER",m 一 1,2,…。 若 
Xm > Xo(m 一 co)， 则 

pzn 8B) 一 DCzoyB) (m— 0), 
即 若 令 
Jr) = p(x,B), 

则 f(x) 为 R 上 的 连续 函数 。 


二 、 两 集 间距 离 的 达到 定理 


下 面 的 定理 指出 使 两 集 间 之 距离 得 以 达到 的 一 个 充分 条 件 。 
定理 2.5.5 设 A,B 为 R" 中 的 非 空 逆 集 ,至 少 其 一 有 界 。 则 3] x EA,y€B， 


使 
pr ,y) = p(A,B), 
证 明 ”不 妨 设 A 有 界 。 
(1 ) 由 定理 2.5. 1 之 结论 (vi ,了 {zx,}CA,{y,}CB, 使 
po(zym) 6(A;B) (>co)。 (1) 
(CI ) 研究 点 列 {z,}。 因 A 为 有 界 闭 集 , 由 定理 2.3.7, 存在 {zx,} 的 一 子 列 
{zw ) ,使 
Tr > Tk 00), (2) 
且 
TEA, (3) 


(于) 研究 点 列 {y。) 的 子 列 {y,,}。 因 
PY oT ) SE phyn rT) phxs 1 ), 
又 由 式 (1) 及 (2) 知 数列 {p(x yw )} 和 {pCxs ,x*)) 均 为 有 界 数列 ,故人 p(y ,x )) 
为 有 界 数 列 , 故 {y, } 为 有 界 点 列 。 由 Bolzano-Weierstrass 定理 知 , 存 在 点 列 {y。) 的 
一 子 列 {y。 ) ,使 
yw Yi。 (4) 


因 B 为 闭 集 , 故 
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y EB, (5) 
(于) 由 式 (2),(4) 和 (1) ,用 距离 的 连续 性 , 即 得 
p(x ,y) 一 limp( x rm ) = op(A,B), 
故 x* 和 即 为 所 求 ,证 毕 。 
注 2 该 定理 中 A 和 B“ 其 一 有 界 ” 的 已 知 条 件 不 能 去 掉 。 请 读者 自己 以 反例 
讨论 之 。 
由 该 定理 可 直接 得 出 以 下 有 用 的 推论 : 
推论 1 设 A,B 均 为 R" 中 之 闭 集 ,其 一 有 界 , 则 
ANBz 8 < 和 >0(A,B) 一 0， 
即 
A,B 不 交 <>p(A,B) > 0。 
推论 2 设 xER"',B 为 R" 中 的 闭 集 , 则 3 y EB, 使 
oz 大) = p(x,B), 
即 点 到 闭 集 之 距离 是 必定 可 达到 的 。 
推论 3 设 rER",B 为 R" 中 之 闭 集 , 则 
rE€B p(x,B) 一 0， 
即 
rEB >p(r,B) > 0, 


1. 证 明 “ 距 离 的 连续 性 ”, 即 定理 2. 1.1。 
2. 证 明 8§ 2.1 中 邻 域 的 性 质 (i) ,Gii) 和 (Giii)。 
3. 证 明 $ 2.2 中 注 5 之 结论 ( 记 和 (iii) 。 
4. 证 明 》2. 2 中 例 8 之 结论 。 
5. 证 明 :AUB = 4UB。 
6. 在 Ri 中, 设 E 为 [0,1] 中 的 有 理 数 全 体 , 求 EF 和 下 。 
7. 在 R 中, 设 
E= {(r,y):r Ty <1), 

求 E' 和 EE。 

8. 在 R: 中 , 设 五 是 函数 


本 2 
入 
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的 图 形 上 的 点 的 全 体 所 成 之 集 , 求 EF'。 

9. 证 明 : 孤 立 集 必 为 至 多 可 数 集 。 

10. 证 明 : 设 ECR: ,已 为 有 界 集 ,w = infE,y 二 supE, 则 jyEE,wEE, 

11. 证 明定 理 2.2.7。 

12. 证 明 : 设 CR!, 则 

FE 为 巩 朗 集 所 全 R' 中 任何 闭 区 间 中 均 有 一 子 闭 区 间 与 玉 不 交 。 

13. 证 明 ; 玖 朗 集 之 余 集 必 是 稠密 集 , 但 稠密 集 之 余 集 未 必 是 疏 朗 集 。 

14. 以 反例 说 明 : 非 稠密 集 未 必 朴 朗 , 非 疏 朗 集 未 必 稠 密 。 

15. 证 明 ; 在 R' 中 ,任何 闭 区 间 均 不 能 表示 为 可 数 个 朴 朗 集 之 并 。 

16, 证 明 : 当 EE 为 R" 中 的 不 可 数 无 限 点 集 时 ,E' 也 必 是 不 可 数 无 限 点 集 。 

17. 设 下 CR" ,证 明 瑟 是 R" 中 包含 已 的 最 小 闲 集 。 

18. 设 f(x) 为 R" 上 的 实 值 连 续 函 数 , 证 明 :对 任意 实数 ,集合 {z:jFCz) 之 al} 
均 为 开 集 ,集合 {x: f(x) 之 a} 均 为 闭 集 。 

19. 证 明 :R' 中 可 数 个 稠密 的 开 集 之 交 为 一 稠密 集 。 

20. 设 f(x) 为 R 上 的 实 函数 。 令 

w(z) 一 limL sup_f ) 一 inf fx) 

证 明 : 

(i) Ve 之 0, 集合 {XT:w(Xx) 之 e) 均 为 闭 集 。 

(ii) f(x) 的 不 连续 点 之 全 体 成 一 F, 集 。 

21. 证 明 :[0,11 中 的 无 理 数 全 体 不 是 F, 集 。 

22. 证 明 : 定 义 于 [0,1] 上 具有 性 质 “ 在 有 理 点 处 连续 ,在 无 理 点 处 不 连续 ”的 
函数 是 不 存在 的 。 

23. 设 下 CR", 证 明 厂 的 任何 开 履 盖 均 有 可 数 子 覆盖 (Lindelof 定理 ) 。 

24. 用 Borel 有 限 覆 盖 定 理 证 明 Bolzano-Weierstrass 定理 。 

25. 设 巨 为 R" 中 之 Gs 集 , 且 ECI, 其 中 1 为 开 区 间 , 则 玉 可 表示 为 一 列 包 含 于 
1 的 递减 开 集 之 交 。 

26. 设 {f,(x)) 为 定义 于 Ri! 上 的 一 列 连续 函数 .证 明 : 点 集 

{zr:limf,(x) > 0} 


n 


为 一 五 集 。 
27. 设 G 为 Cantor 开 集 , 求 G'。 
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28. 证 明 :R' 中 的 既 开 且 闭 集 只 能 是 名 或 整个 Ri 。 

29. 证 明 :R' 中 全 体 开 集 所 成 之 集 和 全 体 闭 集 所 成 之 集 的 基数 均 为 c。 

30. 证 明 :R" 中 每 个 开 集 或 闭 集 均 为 F, 集 和 G; 集 。 

31. 设 R" 中 之 非 空 点 集 下 具有 性 质 : Y xER" ,了 YE 使 

oz y) = p(X,F), 

证 明 下 必 为 闭 集 。 

32. 设 ECR".d >>0, 点 集 U 为 

U= {rxr:o(r,E) < di:, 

证 明 :U 为 开 集 , 且 UDDE。 

33. 设 Fi ,F, 为 R" 中 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 , 证 明 : 存 在 Re 上 的 连续 函数 
f(x) ,使 得 : 

(OX)R1l, VrER'; 

(ii) Fl = (xr:f(xr) = 0} HF,= (rx:f(r) = 1}., 

34. 设 BCR",B 关 名, 证 明 :p(x,B) 作为 x 的 函数 在 Re 上 是 一 致 连续 的 。 

35. 设 Fi,F; 为 R" 中 互 不 相交 的 闭 集 , 证 明 :存在 互 不 相交 的 开 集 G 和 G;， 
使 得 G 字 F ,G: 二 FF 。 

36. 设 ECR",zER"。 令 

下 十 {zo) = {r+ ro:r€EE), 

即 王 十 4z) 为 把 点 集 巨 平移 ,后 所 得 到 的 点 集 。 证 明 : 若 为 开 集 , 则 E 十 {x} 
也 是 开 集 、 
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$3.1 测度 概念 的 概述 及 准备 


本 章 目 的 是 建立 所 谓 “ 测 度 理论 ”, 这 是 Lebesgue 积分 理论 的 重要 基础 之 一 。 
在 本 节 中 ,我 们 先 对 测度 理论 作 一 简单 介绍 ,然后 再 为 本 章 后 面 内 容 作 一 些 必要 的 
准备 工作 。 


一 、 测 度 概 念 及 其 建立 过 程 的 简单 介绍 


建立 Lebesgue 积分 的 需要 ,引导 人 们 考虑 将 区 间 的 长 度 .面积 或 体积 概念 推 
广 到 比 区 间 更 加 一 般 的 点 集 上 去 。 区 间 的 长 度 .面积 或 体积 概念 在 R" 中 的 一 般 
点 集 上 的 推广 , 即 称 为 点 集 的 测度 。 建 立 测度 概念 的 过 程 中 ,人 们 发 现 , 作 为 区 间 
的 长 度 .面积 或 体积 概念 之 推广 的 测度 概念 ,不 可 能 被 Re 的 所 有 子 集 所 具有 ,人 
们 不 得 不 把 R" 中 的 所 有 集合 分 为 两 类 :一 类 称 为 可 测 集 ,它们 有 测度 ;而 把 另 一 
类 , 即 不 是 可 测 集 的 集合 称 为 不 可 测 集 ,它们 没有 测度 。 关 于 可 测 集 和 测度 的 概念 
与 性 质 的 论述 , 即 构 成 了 整个 测度 理论 。 

19 世纪 下 半 叶 ,人 们 即 开 始 致力 于 这 种 测度 理论 的 建立 工作 。 到 1902 年 ,在 
前 人 工作 的 基础 上 ,这 种 测度 理论 由 Lebesgue 所 提出 ,人 们 即 称 其 为 Lebesgue 测 
度 理论 。1918 年 前 后 ,Caratheodory 对 测度 概念 的 建立 提出 了 一 种 新 的 方式 ,他 
的 工作 使 测度 理论 有 了 更 大 的 发 展 。 

1915 年 ,Frechet 提出 了 定义 于 一 般 集合 上 的 所 谓 抽 象 测度 理论 。 这 是 比 
Lebesgue 测度 更 为 广泛 的 测度 理论 。 本 章 中 我 们 仅 论述 Lebesgue 测度 理论 ,在 
附录 一 中 将 简 述 抽象 测度 理论 。 
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测度 概念 的 建立 有 多 种 方法 。 其 中 一 种 方法 是 : 先 建立 所 谓 集合 的 外 测度 和 
内 测度 概念 ,然后 将 内 .外 测度 相等 的 集合 称 为 可 测 集 ,将 可 测 集 的 外 测度 (或 内 测 
度 ) 称 为 可 测 集 的 测度 。 这 种 方法 的 直观 性 较 好 ,但 测度 概念 的 建立 过 程 宛 长 ,并 
且 不 易 向 抽象 测度 理论 推广 。Caratheodory 所 创立 的 另外 一 种 迄今 为 止 最 为 简捷 
的 建立 方法 是 : 先 建立 外 测度 概念 ,然后 通过 所 谓 "“Caratheodory 条 件 ” 来 建立 可 测 
集 的 概念 ,同样 称 可 测 集 的 外 测度 为 其 测度 。 这 一 方法 不 仅 简捷 ,而 且 可 以 直接 用 
于 抽象 测度 理论 的 建立 , 即 易 将 Lebesgue 测度 推广 为 抽象 测度 。 

本 章 中 我 们 即 采 用 Caratheodory 的 方法 来 建立 Lebesgue 测度 。 


二 、 广义 实数 集 


为 本 章 及 以 后 内 容 的 需要 ,我 们 在 实数 全 体 R! 的 基础 上 ,再 引入 两 个 数 ， 
“十 co” 和 “一 20”, 分 别 读 为 “ 正 无 穷 大 ”和 " 负 无 穷 大 ”, 或 简 读 为 “ 正 无 穷 ” 和 “ 负 无 
穷 ”。“ 十 co” 和 "一 ”与 实数 全 体 R' 合 在 一 起 ,构成 一 新 的 数 集 :R' U {一 >， 
十 oo}, 称 为 广义 实数 集 , 记 为 有 R. 即 
R= RU 一 ee, 十 ce)。 
R 中 的 元 素 , 称 为 广义 实数 。 也 称 R' 中 的 实数 为 有 限 数 , 称 士 cc 为 无 限 数 。 有 
时 将 十 co 记 为 co。 
注 1 在 数学 分 析 中 ,十 co 和 一 > 只 是 作为 一 种 极限 的 记号 ,而 在 此 处 ， 
十 co 和 一 ce 是 被 作为 一 个 实 实在 在 的 数 引 入 的 。 因 此 应 明确 它们 与 实数 z 之 间 的 
大 小 关系 ,应 规定 它们 本 身 之 间 以 及 它们 与 实数 之 间 的 运算 法 则 。 
在 广义 实数 集 R 中 ,规定 实数 z 与 士 co 的 大 小 关系 为 
一 ce <xv< 二 co， VrERI。 
设 zx 为 任意 实数 ,规定 zx 与 士 co 的 运算 法 则 如 下 : 
(i) 加 法 : 
( 士 ce) 十 ( 士 oo) = z 十 ( 士 ce) = ( 士 co) 十 工 一 十 cc 
(ii) 减法 : 
( 士 ec) 一 ( 干 ce) 一 > 一 ( 干 ce) 一 ( 士 coe) 一 工 一 十 co 
(iii) 乘法 : 


( 士 so) ( 士 >) = 十 20， 
( 士 ce)( 王 co) 一 一 <， 


士 ce VD>0， 
Z( 士 ce) 王 ( 士 so)r 一 40 工 一 0， 
二 co， Vxr<=0 


(1v) 除法 : 
Ca 二 一 . 
tm" 
十 oo 7 
了 于 cc， Vr 0; 


(v) 绝对 值 ; | 士 co| = 十 cei 
(vi) 下 面 记号 均 无 意义 : 
( 士 co) 十 (于 ce )， ( 土 co) 一 ( 士 co)， 
主 se ， 工 ， 主 se， 士 2e 
0 0 士 co 于 coo” 
注 2 ”在 这 里 我 们 要 特别 指出 ,在 广义 实数 集 R 中 进行 加 、 减 运算 时 , 按 法 则 
(vi) , 蜡 号 无 穷 大 不 能 相 加 , 同 号 无 穷 大 不 能 相 减 。 比 如 在 实数 集 R' 中 ,经 常 使 用 
的 移 项 方法 : 


4 十 5 一 rc 一 一 ad 一 (一 0 

在 广义 实数 集 及 中 , 则 不 一 定 可 行 。 若 ER: , 则 可 行 ;车 六 = 士 co, 则 绝 不 可 行 。 在 
以 后 的 运算 过 程 中 ,这 是 一 定 要 注意 的 。 

下 面 我 们 明确 一 下 R 中 某 些 概念 的 意义 。 

在 及 中 ,数列 的 极限 

lima, 二 a(la 为 实数 或 士 cc) 

的 定义 与 数学 分 析 中 相同 ,并 且 当 广义 实数 列 {a,} 以 广义 实数 a 为 极限 时 ,不 管 < 
为 实数 还 是 士 品 , 均 称 {a,} 收 伍 于 a, 也 记 为 a, 一 a。 

R 中 ,无 穷 级 数 的 和 仍 定义 为 其 前 n 项 部 分 和 当 n -> co 时 的 极限 。 

R 中 的 非 空 数 集 U 有 界 , 意 指 存 在 实数 M > 0, 使 YuEU, 均 有 |4| 志 M。 

称 cER 为 及 中 的 非 空 数 集 U 的 下 界 , 意 指 VuEU, 均 有 上 扫 ve。 

称 R 中 的 非 空 数 集 U 的 最 大 下 界 为 U 的 下 确 界 , 仍 以 inf U 表示 之 。 按 此 定 
义 , 对 于 一 广义 实数 集 ,不 管 是 否 有 界 , 均 有 下 确 界 , 其 下 确 界 可 为 有 限 数 ,也 可 为 
士 cc。 特别 是 对 于 R 的 单元 素 集 {十 oo), 有 

inf{ 十 co} 一 十 ce。 
因此 ,在 R 中 ,对 命题 “infU = a” 应 认真 对 待 。 当 a 二 十 co 时 ,有 
infU 一 十 co <>U { 十 ce ) 。 
当 一 ce < < 十 eco 时 , 才 有 数学 分 析 中 熟知 的 结果 
YuEU, 有 uw 之 a， 

人 y. 0,wuEDU, 使 ws < au 十 s。 


in{U = wa 失 一 > 
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当 a = 一 ce 时 , 即 infU = 一 co 时 , 即 意味 着 :YzER ,了 xcEU, 使 < >。 

在 RR 中 讨论 关于 下 确 界 的 结论 infU 之 a 和 infU 过 时 ,也 应 先 处 理 w 一 十 ce 
之 情形 ,然后 再 对 一 co 过 a 过 十 吕 之 情形 按 数学 分 析 中 的 知识 讨论 之 ,这 也 是 本 章 
以 及 以 后 内 容 中 所 应 注意 之 处 。 

对 于 R 中 非 空 数 集 的 上 界 和 上 确 界 的 讨论 ,可 类 似 进行 。 


三 、 广 义 实 值 集 函数 


定义 3.1.1 设 EE 为 一 非 空 集 族 , 称 映射 :E> R 为 广义 实 值 集 函 数 。 

注 3 广义 实 值 集 函 数 是 我 们 遇 到 的 一 种 新 的 函数 概念 , 它 以 一 集 族 为 其 定 
义 域 , 而 取 值 于 广义 实数 集 , 因 此 其 函数 值 w( 巨 )(EEE) 可 为 实数 ,也 可 为 士 ce。 在 
广义 实 值 集 函 数 的 运算 过 程 中 ,应 注意 士 co 的 运算 法 则 。 


$3.2 外 测度 


在 本 节 中 我 们 建立 Lebesgue 外 测度 的 概念 和 性 质 。 


一 、 外 测度 概念 
定义 3.2.1 设 ECR",{1,}) 为 R" 中 的 一 列 开 区 间 ?, 则 称 
inf{u:wu 一 S |1,|， UL,SE) 


为 三 的 Lebesgue 外 测度 ,简称 为 外 测度 , 记 为 m*E。 

注 1 深刻 理解 .灵活 掌握 和 运用 外 测度 概念 是 学 好 本 章 内 容 的 基石 , 故 特 作 
以 下 注 述 : 

(i) 按 定义 ,点 集 E 的 外 测度 即 为 E 的 所 有 可 数 开 区 间 覆 盖 中 的 诸 开 区 间 体 积 
之 和 的 下 确 界 ,以 后 ,对 VECR" ,我 们 记 


Us = {uu = DD, UL IE). 


n=1 


故 


@ 定义 中 的 “一 列 开 区 间 ”, 也 包含 有限 个 开 区 间 ” 的 情形 , 即 实 为 "有限 或 可 数 个 开 区 
间 ”。 为 避免 繁琐 ,在 此 及 以 后 内 容 中 均 以 “可 数 ” 的 语言 阐述 。 


i” 


mE = inf Le。 
Ci R" 中 的 任何 点 集 已 均 有 外 测度 , 且 
0 所 Ei 00。 
即 外 测度 是 定义 在 R" 的 方 窜 集 28 上 的 一 个 非 负 广义 实 值 集 函数 。 
Gii) 由 8 3, 1 中 关于 R 中 下 确 界 的 结论 ,我 们 有 
nkE 一 十 ce 
< 和 -之 [LU = (十 cc) 
4- 祝 对 EF 的 任 一 可 数 开 区 间 覆 盖 (1,), 均 有 2) |1, | 一 十 2。 
当 0 之 4 过 十 吕 时 ,m*F 二 a 等 价 于 


1° 对 的 任 一 可 数 开 区 间 覆 盖 {1,), 均 有 》) |1, | 之 a; 


2” Ye > 0, 均 存在 玉 的 一 可 数 开 区 间 覆 盖 {1,) ,使 >) 1, | 过 a 十 e。 
显然 , 若 下 面 的 条 件 3 成 立 , 则 2 成立: 
3° 存在 刁 的 一 个 可 数 开 区 间 柳 盖 {1.,} ,使 
2 111= ao 

故 若 条 件 1 和 3° 成 立 , 则 可 得 mE = a。 

不 管 mE < 十 oo 还 是 wr == 十 0, 均 有 结论 :对 EF 的 任 一 可 数 开 区 间 覆 盖 
11,} , 均 有 

mE 六 | 也 | 。 


特别 地 ,车 EC 开 区 间 了 则 mwrE 志 上 1|。 
(1v) 欲 证 :mE 守 a: 
当 & = 十 ce 时 ( 即 证 mw = 十 cc) ,内 需 证 :对 瑟 的 任 一 可 数 开 区 间 覆 盖 {1,)， 


均 有 
> 17 | 一 十 so。 
当 0 委 au << 十 ce 时 ,只 需 证 ,对 E 的 任 一 可 数 开 区 间 覆 盖 {1,}), 均 有 
> 11 | 宕 a 


《v) 和 欲 证 :ze 和 a: 
当 au = 十 ce 时 ,结论 显然 成 立 。 
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当 0 记 a < 十 时 ,只 需 证 :存在 EF 的 一 个 可 数 开 区 间 覆 盖 {1,} ,使 


2 IT,|< o。 
此 时 ,着 直 接 证 “mi*E 志 a” 不 易 办 到 , 常 先 证 结论 :“ Ye > 0, 均 有 wrE < 过 a 十 
。” 然 后 由 之 任意 性 , 即 得 “mw*E < a”。 
按 定义 及 注 1, 易 证 以 下 三 例 之 结论 。 
例 1 mn* 儿 = 0。 
例 2 任何 单 点 集 的 外 测度 均 为 零 。 
例 3 对 任何 有 界 点 集 E, 均 有 mE < 十 co。( 贸 作 习 题 ) 


二 、 外 测度 的 性 质 


定理 3.2.1 
(i) 单调 性 : 
ECF —~>mE<mF; 
(ii) 次 可 数 可 加 性 : 
mw (UE,)< mE,. (1) 
证 阴 
证 (20): 
ECF 一 = 上 的 任何 可 数 开 覆盖 均 为 五 的 可 数 开 覆 盖 
—— UE OU: 
—>inf Us <inf Us: 
mE mE, 


证 (ii ;不 妨 设 


mE, < co。 
n= 1 


(人 : 。 (2) 
m (UE,) < 之 FE, 二 +e 


VE, ,存在 开 区 间 列 (7 :1 一 1,2,…} ,使 


, 
LR 


2 | Tu |<<mrEE, 十 高。 
则 
UU L,IOUE,, 
S53 | 到 DimE, + 六 一 DmE, +e 
即 得 式 (2) ,从 而 得 式 (1)。 
推论 1 任何 可 数 点 集 的 外 测度 均 为 零 。 
推论 2 若 mrE = 0,E6CE, 则 mE = 0。 
推论 3 设 Ei,E, CR",m’E, < 十 ce , 虽 
mm (E\E,) 之 mE 一 mE,。 
推论 1 和 推论 2 由 读者 自己 证 明 ,我 们 仅 证 推论 3。 事实 上 ， 
ECE UE, = (E\E.)UE, 
故 


mE <m (ENE,)+mE,, 
由 me*Es。 一 十 ce , 移 项 即 得 所 求 之 结论 。 
在 以 下 的 定理 证 明 中 ,为 避免 符号 上 的 繁琐 ,我们 均 以 R' 为 例 , 在 R" 中 可 类 
似 证 明 。 
定理 3.2.2 设 
p(E,F) > 0， 
则 
nm (EUF) = mE+mF, (3) 
为 证 此 定理 ,我 们 先 证 以 下 引 理 : 
引 理 1 在 了 R: 中 , 设 有 开 区 间 了 T= (a,8),d 汪 >0, 则 Ve >>0, 存 在 有 限 个 开 区 
间 I ,TJ ,… ,了 ,满足 : 
人 GD) ULSD 
(ii) | 有 < dd 一 112 ai 
di) | 到 | 一 Te 
证 明 ”不 妨 设 |1| 之 da。 
(1) 将 1 分 为 有 限 个 小 开 区 间 ,L;,…,L, ,使 


“| 
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[LI<d，A 一 1,2 nm。 
设 其 分 点 为 a1 ,az ,… ,a,-1, 即 
a "a 人 ph。 
(LI) 在 每 一 分 点 ex 处 ,做 小 开 区 间 J ,使 
arEJ k=1,2,..…,n—1; 
[jl<d, k=1,2,. ,no—1; 


$1 |<e。 
则 开 区 间 工 i ,Lz，… ,LL, ;1,Js，*… ,J -1 即 为 所 求 。 
证 明定 理 3.2.2 设 
PCE,F)=4d>0。 
由 外 测度 之 次 可 加 性 ,我 们 仅 需 证 
mr (下 UP) mE+mF., 
不 妨 设 m* (EUF) < 十 ce。 
Ve > 0, 下 面 我 们 证 明 
mE+mF < m (EUF)+e, 
对 该 e, 存 在 开 区 间 列 {1,) ,使 


UIDEUF. 


由 引 理 1， Yn, 均 存在 有 限 个 开 区 间 Ti™ $ 2" Tn ,使 


I, 


mm (EUF) 十 广 。 


(D) UU Im DL; 
二 =1 
(iD [I |<d, k= 1,2,m 


Gi Dy 11 | 过 || 十 半 
=1 


则 


UU, Te 一 U 了 EU r. 


~ 站 


n 


DD Dh mr) 


nm 一 ] k=1 
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(4) 


(6) 


(7) 


= Dh tS <m EUR)+e, 
n=1 


将 {IT”} 的 全 体 记 为 {Ki ,K,,…}。 由 式 (4) 和 (7) ,每 一 K; 均 不 能 与 和 下 同 
时 相交 , 故 可 将 {K;} 分 为 以 下 两 组 : 
第 一 组 :{Ki?,K?,…) ,使 UK 中 了 已; 
第 二 组 ;1KP ,区 各， 小 使 UKP FF。 
则 有 
mEtmFe 21KP It IK®| 


= -> [1 |< om (EUF)+e, 


n=1 &= 


故 得 式 (6) ,从 而 得 式 (5)。 定 理 得 证 。 
定理 3.2.3 对 任何 区 间 1, 均 有 
ml= |1|, (8) 
证 明 ” 仍 以 R' 为 例 。 
(IT ) 设 了 为 闭 区 间 , 比 如 工 = [a,6], Ve 之 0, 存 在 开 区 间 K ,使 
KDo1 
IK|= |I|l+e, 
赦 由 注 1 之 (ii) 有 
mIl< |K|< |I|+e, 
从 而 得 
mI<|I|。 (9) 
任 取 I 的 一 个 可 数 开 区 间 覆 盖 {1,} ,由 Borel 有限 覆盖 定理 ,存在 1 的 有 限 子 覆 
瘟 , 不 妨 设 为 {了 ,了 ，,… ,1,), 则 不 难 证 明 


n=1 
从 而 
2 i= 11. 
n= 
由 注 1CGiv), 即 得 
ml 之 |1|。 (10) 


结合 式 (9) 和 (10), 即 得 式 (8)。 
(I) 设 1 为 开 区 间 , 比 如 了 == (a,5)。 
T= [ec ,0 = (Ut }U{p}, 
则 一 方面 由 外 测度 之 单调 性 ,有 
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另 一 方面 ,由 外 测度 之 次 可 加 性 和 例 2, 有 
mT 之 mim (a} +n (6b} = mI, 
从 而 得 
ml = ml = |I|= | 了 | 。 
〈 亚 ) 由 第 ( 工 ),(I) 两 步 之 结论 ,很 容易 证 得 区 间 (a,6] 和 [a,b) 的 相应 结论 。 
定理 得 证 。 
定理 3.2.4 设 EFCR',zxoER', 今 
下 十 (zeo}) = {r+ ro:rEE}, 
即 玉 十 {zo} 是 把 点 集 平 移 x, 后 所 得 的 点 集 , 则 
mE=m (Et {x,}), (11) 
此 性 质 称 为 外 测度 的 平移 不 变性 。 
证 明 ”首先 ,显然 有 :R" 中 的 开 区 间 平 移 后 仍 为 开 区 间 , 且 其 体积 不 变 , 即 
[中 = |I+ {zx}|。 
设 {1,} 为 FE 的 任 一 可 数 开 区 间 履 盖 , 则 (1 十 {x,}} 必 是 王 十 (ro) 的 一 可 数 开 
区 间 覆 盖 , 故 有 


> | 下 = DL+t{r) lm (E+ {zr})), 
n=] 


因而 
je 已 之 7 (ET {zr,}), 
反之 ,显然 
E= (Et{xr})) 二 +{— x6}, 
故 又 可 得 


m (E+ {x})) > mE, 
即 得 式 (11)。 定 理 得 证 。 
注 2 虽然 外 测度 是 定义 于 整个 R" 的 方 罕 集 上 的 一 个 集 函 数 ,R" 的 任何 子 集 
都 有 外 测度 ,但 是 外 测度 不 具备 测度 概念 所 必须 具备 的 所 谓 “ 可 数 可 加 性 ”( 我 们 将 
在 3 3.4 中 证 明 这 一 点 )。 正 因为 如 此 ,外 测度 不 能 作为 人 们 所 要 建立 的 测度 概念 。 


$ 3.3 可 测 集 及 其 测度 


本 节 中 我 们 将 建立 可 测 集 及 其 测度 的 概念 和 性 质 


一 、 可 测 集 及 其 测度 概念 


定义 3.3.1 设 ECR", 若 对 任何 点 集 TCR" , 均 有 
~”™T=m TNE)+m (TNEE), (1) 
则 称 为 Lebesgue 可 测 集 , 简 称 为 可 测 集 , 或 称 上 可 测 。 称 可 测 集 巨 的 外 测度 为 E 
的 Lebesgue 测度 ,简称 为 测度 , 记 为 mE。 
称 可 测 集 的 全 体 为 可 测 集 族 , 记 为 M。 
式 (1) 称 为 Caratheodory 条 件 。 
注 1 
(i) 我 们 知道 
T= (TNE)U (TNEE), 
故 EE 的 可 测 性 即 为 :E 可 把 任意 点 集 T 卫 分 为 其 外 测度 满足 可 加 性 的 两 部 分 :TN 门 E 
和 人 荆门 6E( 注 意 , 这 两 部 分 间 的 距离 未 必 大 于 零 )。 由 外 测度 的 次 可 加 性 , 欲 证 上 可 
测 , 只 需 证 明 : VY TCR", 均 有 
Tm (TNE)+nmn (TN YEE), (2) 
(iD 按 定义 ,测度 是 一 个 定义 于 可 测 集 族 M 上 的 非 负 广义 实 值 集 函数 ,具备 外 
测度 所 具备 的 单调 性 、 次 可 数 可 加 性 和 定理 3. 2. 2 等 性 质 ( 关 于 集合 可 测 性 及 其 测 
度 的 平移 不 变性 将 在 3 3. 4 中 讨论 )。 
例 1 由 上 述 定义 和 注 , 易 知 : 
(iD 车 zw*E==0, 则 玉 必 可 测 , 且 mE = 0。 因而 由 $ 3.2 例 1 和 推论 1 知 , 尹 和 
任何 可 数 点 集 均 可 测 , 且 其 测度 均 为 零 。 
(ii) R" 可 测 。 
称 测 度 为 零 的 集合 为 零 测 集 ,也 易 知 : 零 测 集 的 子 集 均 可 测 且 也 是 零 测 集 。 
定理 3.3.1 EE 可 测 < YACE,YVYBCE, 均 有 
nm (AUB) = mATmB, (3) 
证 明 
证 “一 >”; 取 了 二 AUB, 则 由 已 知 条 件 , 即 得 
mm (AUB) = rm ((AUBNMNE)+m ((AUB)NMNEE) 
一 1 上 A 十 zeB。 
证 “= 一”: YTCR", 有 
TNECE, 
TNYECSE, 


”| 
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故 由 式 (3) 可 得 Caratheodory 条 件 。 
定理 3.3.2 EF 可 测 <>'kE 可 测 。 
这 是 显然 的 事实 。 此 性 质 也 称 为 可 测 集 族 对 余 集 运算 的 封闭 性 。 


二 、 可 测 集 及 其 测度 的 运算 性 质 


1. 可 测 集 族 对 有 限 并 .有 限 交 运算 的 封闭 性 及 测度 的 有 限 可 加 性 
定理 3. 3.3 

(i) 车 Ei,E, 均 可 测 , 则 EU E, 也 可 测 ; 

(ii) 若 Ei ,下 均 可 测 , 且 Ei 门 E: = 多, 则 


1) YTCR", 有 

MI (TN(CEUE)) = mm (TNE,)+m (TNE;,), (4) 
2) m(E,UE;,) = mE;,+mE,., (5) 
证 明 


证 (0 ; YTCR", 有 
T= (TN(E UE))U TNE EE UE;,)) 
= (TN(ENE UTNEN\E))U 
(TNCEA\E))U TN EE MN CE, )) 
= ((TNED)NE)UCTNE) NE,)U 
(TNGED) NE)U TN CE) NN bE;,). 
故 由 外 测度 之 次 可 加 性 ,有 
mT 
<m (CT 站 (本 ED) 十 mr (TNE(E, UE,)) 
<m TNEDNMNE) +m ((TNED)N EE,)+ 
m ((TNEED) NE) +m ((TNEE,) NEE,) 
= mm (TNED)+m (TEE,) (由 E; 之 可 测 性 ) 
= mT, (由 Ei 之 可 测 性 ) 
从 而 
mT=m (TNC(EUE)) Tm (TN EE UE,)), 
即 得 El UE; 之 可 测 性 。 
证 (ii) ; EME = 好 —>TNECE,T/NE:CéE. 
故 由 E\ 之 可 测 性 和 定理 3. 3.1, 即 有 
mm (TN CE UE)) = m ((TNE)U (TNE,)) 


i” 


=m (TNED)+m (TNE,), 
式 (4) 即 证 。 在 式 (4) 中 令 人 本 一 EU Ei, 即 得 
mw (EUE,)= mE+mE,., 
而 此 时 ,Es 和 EUE; 均 可 测 , 其 外 测度 即 为 其 测度 , 即 得 式 (5)。 
定理 得 证 。 
用 数学 归纳 法 ,可 将 该 定理 推广 为 : 
定理 3.3.4 


GD 车 已 ,E:，…,E, 均 可 测 , 则 UE 也 可 测 ; 
(ii) 设 Ei ,上 ;,… ,上 , 均 可 测 , 且 两 两 不 交 , 则 
1) VY TCR", 有 


m" (TN(UED)) = Dm (TNE); (6) 
1 i=1 


2) m(UE) 一 SmE,. (7) 
由 定理 3. 3. 2 及 对 偶 定理 ,可 得 : 


定理 3.3.5 ”车 El,E,,…,EE, 均 可 测 , 则 们 E; 也 可 测 。 
定理 3. 3.4 中 的 结论 (D 和 定理 3. 3. 5 称 为 可 测 集 族 对 有 限 并 和 有 限 交 运算 的 
封闭 性 。 定理 3. 3.4( 让 中 的 结论 2) 称 为 测度 的 有 限 可 加 性 。 
2. 可 测 集 族 对 差 集 运算 的 封闭 性 和 测度 的 可 减 性 
定理 3. 3.6 
(iD 车 已,E: 均 可 测 , 则 Ei\Es 也 可 测 ; 
(ii) 车 Ei ,EE; 均 可 测 ,E, 沪 Es: 且 mE; < 十 co , 则 
m(EN\E) = mE,— mE,., (8) 
证 明 因 
ENE, = EN éE;,, 
由 定理 3. 3. 2 和 定理 3. 3. 5, 即 得 Ei\E, 之 可 测 性 。 
又 
E, DE. 一 一 BE = (E\E,) UE,, 
由 《Ei\E;) 门 E; 二 好 ,用 测度 之 有 限 可 加 性 ,有 
mE! 一 m(EN\E:) 十 mm 。 
因 mE < 十 2, 故 可 移 项 , 即 得 式 (8)。 
定理 证 毕 。 
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该 定理 之 结论 (iD 称 为 可 测 集 族 对 差 集运 算 的 封闭 性 ,结论 (ii) 称 为 测度 的 可 
减 性 。 


3. 可 测 集 族 对 可 数 并 和 可 数 交 运算 的 封闭 性 及 测度 的 可 数 可 加 性 
定理 3.3.7 设 E 均 可 测 ,i 一 1,2.…, 且 两 两 不 交 . 则 
(i) UE 也 可 测 : 
(ii m( UE.) = DmE,. (9) 
证 明 和 
证 (0); ”只 需 证 :Y TCR", 有 
mT>m (TN(UE)DY Hm (TNEUE)).. (10) 
YnEN, 由 定理 3.3.4 知 ， UE 可 测 , 故 YTCR" 有 
mT =m (TN(UE)D +m (TNECU ED)). 
由 诸 EE 两 两 不 交 , 用 定理 3.3. 4(iD) 之 结论 D 有 
机 (TNCUE.)) = Dm (TNE,), 
由 外 测度 之 单调 性 ,有 上 
mr TNCUE)) 2m (TNUUE,)). 
故 
mT Sm (TNE) 4m (TNtCUE)). 
今 n 一 ,再 用 外 测度 的 次 可 加 性 ,得 
mx 工 之 Pm TNE +m’ (TNt(UE)) 
>m (CU (TNE)) +m CTnEGUED)) 


=m (TN(UE)D +m (TNCU ED)). (11) 
即 式 (10) 成 立 , 结 论 (i) 得 证 。 
证 (iD : 
由 (iD 之 证 明知 , 式 (11) 中 各 式 均 为 等 式 , 即 有 


mT 一 Dm (开门 已) +m CTnACU E)) 


1 


| 


在 此 式 中 令 了 一 口 已 ,再 由 UE; 之 可 测 性 , 即 得 式 (9)， 


定理 证 毕 。 


定理 3.3.8 若 E; 均 可 测 ,i 一 1,2,…, 则 U EE, 也 可 测 。 


证 明 只 需 将 相交 并 化 为 不 交 并 ,然后 用 可 测 集 族 对 有 限 并 和 差 集运 算 的 封 


闭 性 , 即 可 证 得 此 结论 。 
由 此 ,很 易 证 得 : 


定理 3.3.9 ” 若 EE 均 可 测 ,i 一 1,2,…, 则 站 EE, 也 可 测 。 


定理 3. 3.8 和 定理 3.3.9 分 别称 为 可 测 集 族 对 可 数 并 和 可 数 交 运算 的 封闭 


性 。 定理 3. 3. 7 称 为 测度 的 可 数 可 加 性 或 完全 可 加 性 。 


4. 测 度 的 下 连续 性 和 上 连续 性 
定理 3.3. 10( 测 度 的 下 连续 性 ) ” 设 
1 EE, 均 可 测 ,n 二 1,2,…; 

2° EICEC.* CE,C., 


则 
mt UE,) = lmmE 
此 式 也 可 表示 为 
m(limE,) = limmE,. 
证 明 ”由 定理 3.3.8 知 UE, 之 可 测 性 。 令 E。 = 纪 , 则 由 定理 1.1.13, 有 
UE, =U (E\E,), 
且 有 端 各 项 两 两 不 交 , 吉 


m( UE,) 
nn 二 ] 


| 


> mlE,\E,) 

n=] 

= lim >7m(ENE, ，) 
nr j= 


= limm(U (Ei\E.1)) 


= limmE,. 


| 


(测度 的 可 数 可 加 性) 


(测度 的 有 限 可 加 性 ) 
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定理 3. 3. 11( 测 度 的 上 连续 性 ) ” 设 
1° EE, 均 可 测 ,n = 二 1,2，…; 
2° EDE;,D = DE,D 
3° jn,EN, 使 mE, < 十 co 。 
则 
m( NE,) = limmE,. (13) 
式 (13) 也 可 表示 为 
ml limE,) 一 limmE,. 
证 明 ”由 定理 3.3.9 知 站 E, 之 可 测 性 .不妨 设 mE < 十 oo, 故 由 {E,} 的 递减 
性 ,有 


mE, <+ con = 1,2，…， (14) 
EI\EICENE:C** CENE,C *。 (15) 
不 难 证 明 
U (EN\E) = E\ NE,, 
故 
m(U (CEINE,)) = m(E\ NE,). (16) 
式 (16) 左 端 
mCU (EI\E,)) 
= limm(E\E,) ( 式 (15) 及 测度 的 下 连续 性 ) 
= limCmE, — mE,) ( 式 (14) 及 测度 的 可 减 性 ) 
= mE, — limmE,. 
式 (16) 右 端 l 
m(E'\ NE,.) 


= mmE, 一 m( 们 E,)。 ”测度 的 可 减 性 ) 
由 zw, 二 十 2, 即 得 
m( NN E,) = limmE,. 
定理 证 毕 。 国 
作为 上 述 可 测 集 及 其 测度 的 性 质 的 推论 ,我 们 给 出 下 面 几 个 有 用 的 结论 。 其 


? 83 


‘< 机 


实 变 函 数 


证 明 均 留 作 练习 。 
推论 1 可 测 集 族 M 为 R" 上 的 一 个 代数 。 
推论 2 ” 设 王 为 可 测 集 ,A(z) 为 定义 于 五 上 的 实 值 函 数 , 则 以 下 四 命题 等 价 。 
(i) VaER',ELf 放 aj 为 可 测 集 。 
(ii) Ya€ER'.E[f 之 a] 为 可 测 集 。 
(iii) VeER' ,ELJf 过 aj 为 可 测 集 。 
(iv) YaERi,E[/ 过 a] 为 可 测 集 。 
推论 3 设 {E,} 为 可 测 集 列 。 若 


SmE, <+ x, 
nl 


则 
m( limE,) 一 0。 


$ 3.4 可 测 集 族 


在 上 节 所 建立 的 可 测 集 及 其 测度 的 概念 和 性 质 的 基础 上 ,本 节 首 先 讨 论 可 测 
集 族 的 构成 和 可 测 集 本 身 的 构造 , 然后 用 所 得 结果 建立 点 集 的 可 测 性 及 其 测度 的 
平移 不 变性 ,进而 以 实例 指明 不 可 测 集 的 存在 。 


一 、 可 测 集 族 的 构成 


由 上 节 知 ,R" 本 身 以 及 R" 中 外 测度 为 零 的 点 集 均 可 测 ,进而 知 空 集 和 任何 可 
数 集 均 可 测 。 同 时 也 已 知 ,可 测 集 族 M 为 R" 上 的 一 个 ac 代数。 本 段 将 详细 地 讨论 
可 测 集 族 M 的 构成 。 

1. 区 间 的 可 测 性 

定理 3.4.1 R" 中 的 任何 区 间 了 均 可 测 , 且 

ml = |I|, (1) 

证 明 ”不 妨 设 了 为 开 区 间 , 即 

一 人 一 (0 12)。 
(上 ) 取 AGEN 且 充 分 大 , 取 开 区 间 列 


1 一 {r= (ra 十 记过 名 一 6 一 二 = 1,2,",n}, 
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则 易 知 


pi ,1) 一 地 之 0， 上 充分 大 . 


m (NI®)—>0 (一 co)。 
(IT) VTCR" ,有 
oTnTIeTnmeD > 0， 
MT 站 1 -> mw (TND (ce)。 
事实 上 ,由 式 (2) 知 式 (4) 显 然 成 立 。 又 因 
mw CTNT®) < ml = |1® |<+ 0, 
故 由 8 3.2 推论 3, 有 
onmr (TND— mw (TNIY) 
Sm TNC)) 
mM ) >0 (k->o0), 
即 得 式 (5) 。 
( 轩 ) 对 上 述 之 REN, 显 然 有 


TDTnCGreUenD = (CTnre)UCTnED。 


| 
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(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


故 
mT>m TNIV UTNED) (外 测度 的 单调 性 ) 
= x (TNI®) +m (TN DD), ( 式 (4) 及 定理 3. 2. 2) 


令 & 一 co, 由 式 (5) ,得 
mn (门户 二 Mr 门人)。 


从 而 知 , 对 于 区 间 T,Caratheodory 条 件 成 立 , 故 得 1 的 可 测 性 。 


由 了 可 测 , 故 有 
ml=mIl= |I|。 
由 此 结论 易 证 得 其 他 形式 的 区 间 的 相应 结论 。 定理 证 毕 。 
推论 1 VnEN.mR" 一 十 co。 
证 明 ”我 们 以 R' 为 例 。 因 


R' 一 U (— n,n), 
4 一 


故 由 测度 的 下 连续 性 ,有 
mR! = limm(— n,n) = lim2n 一 十 co 。 


用 类 似 方 法 可 证 得 : 


推论 2 YaER' ,区 间 (e ,十 ceo),[La 十 cc),( 一 ca) (一 ca] 均 可 测 , 上 且 其 
测度 均 为 十 ce。 

以 下 两 推论 作为 习题 : 

推论 3 任 一 可 测 集 均 可 表示 为 一 列 递 增 的 有 界 可 测 集 之 并 。 

推论 4 ” 任 一 可 测 集 均 可 表示 为 一 列 两 两 不 交 的 有 界 可 测 集 之 并 。 

2. Borel 集 的 可 测 性 

定理 3.4.2 

(i) 任何 开 集 . 闭 集 均 可 测 ; 

(ii) 任何 F, 集 、G; 集 均 可 测 ; 

(iii) 任何 Borel 集 均 可 测 。 

证 明 ”结论 (人 D 和 (ii 是 区 间 的 可 测 性 .R" 中 开 集 的 构造 定理 (定理 2.4.4) 及 
可 测 集 的 运算 性 质 的 直接 结果 。 

证 (ii) :由 开 集 的 可 测 性 知 ,可 测 集 族 M 为 包含 开 集 全 体 的 一 个 so 代数 ,而 
Borel 集 族 B 是 由 开 集 全 体 所 产生 的 e 代数 , 故 

BCM。 

因而 ,任何 Borel 集 均 可 测 。 

注 1 R" 中 的 确 存 在 非 Borel 集 的 Lebesgue 可 测 集 , 即 Borel 集 族 B 为 
Lebesgue 可 测 集 族 M 的 一 个 真子 族 ( 见 参考 文献 [9] 第 227 页 ) 。 

例 1 设 E,E, 均 可 测 ,El 必 Ei, 讨论 m(EN\Es) 一 0 和 mE 一 mE, 这 两 命 
题 的 关系 。 

解 (1) 若 mE; < 二 co, 则 由 测度 之 可 减 性 知 
m(E\E) 一 0 <—>mE: = mE,., 
( 卫 ) 一 般 情况 下 有 
m(E\E,) = 0 ~>mkE, = mkFE,, 


事实 上 ， 
E! 一 (ENE2) UE, 
mE, = m(E\E.)+mE, 
因此 ,由 m(EI\E:) = 0 可 推 得 mE 二 mE;。 
反之 不 成 立 。 例如 ,在 R' 中 取 
E = (0, 十 ce)， 
E; = (1, 十 co)。 


86 1 


第 三 章 ，Lebesgue 测度 和 记忆 
则 已 ,已 : 均 可 测 ,El 忆 Es, 又 
mE! = mE, =+ %， 
但 此 时 
m(E\E) = m((0,1])= 1 0。 

例 2 Cantor 集 可 测 且 测度 为 零 。( 留 作 习题 ) 

这 样 ,我 们 看 到 Cantor 集 就 同时 具备 了 (看 来 似乎 有 些 矛 盾 的 ) 四 个 性 质 : 完 
备 性 .无 处 稠密 性 .基数 为 c 和 测度 为 零 。Cantor 集 这 样 一 个 集合 的 存在 ,也 更 深刻 
地 反映 了 这 四 个 概念 的 内 在 含义 。 


二 、 可 测 集 的 构造 
引 理 1 设 {G Or 和 (全 ,EE, ;已 , ，…) 为 两 集 列 , 则 有 
(UGHI\U EY)CU (GN\E,); 
(iD 车 此 时 两 集 列 满足 : 诸 G, 两 两 不 交 且 
GODE,, nn 二 1,2,"…， 
则 有 
(CUGJNCUE) =U(G\E,), 
其 证 明 留 作 习 题 。 


定理 3. 4.3 设 王 为 可 测 集 , 则 Ye >> 0, 有 
(i) 存在 开 集 G 刁 EE, 使 得 


m(G\E) <e (6) 
及 
mG SmEe, (7) 
Gii) 存在 闭 集 FCE, 使 得 
m(E\F) <e (8) 
及 
mE—e<mF. (9) 
证 明 
证 (i) : 


(I) 设 玉 有 界 , 故 rE 二 十 吕 。 因 为 此 时 mE 二 mr*E, 故 Ye>0, 存 在 开 区 间 
列 {1,) ,使 


SLI mE+te, 
令 G=U1, 则 G 为 开 集 ,GE, 且 


mG < Yml,= DL,|<mEe, 
n= | n=1 
因 mE < 十 co , 故 
m(G\E)=mG— mE <e。 


CI) 车 EE 无 界 , 则 由 本 节 推 论 4,E 可 表示 为 
FE 一 UE,, 


其 中 诸 E, 为 两 两 不 交 的 有 界 可 测 集 。 由 ( 工 ),YzEN, 存 在 开 集 G, 二 E,， 使 


m(GANE,) 一 pm 


令 G 二 UG,, 则 G 仍 为 开 集 ,G 刁 E, 且 由 引 理 1, 有 


G\EC U (GA\E,), 
月 一 1 


m(G\E) < Dm(G\E,) <e。 
1 二 1 


即 式 (6) 成 立 。 又 由 
G = (G\E)UE, 
可 知 
mG = m(G\E)+mE mEte, 
即 式 (7) 成 立 ( 注 意 : 因 mE 可 能 为 十 co, 故 上 式 最 后 的 关系 为 " 委 ”) 。 
证 (iD :由 五 可 测 , 知 全 也 可 测 。 由 (iD ,存在 开 集 C 二 《人 EP, 使 
mm 人 (GAN4E) <e。 
令 下 = 《G, 则 下 为 闭 集 ,FCE, 且 
E\F = E\¢G = G\¢E,。 
从 而 得 式 (8)。 又 由 
E= (E\F)UF, 
则 不 难得 式 (9)。 
定理 证 毕 。 


%8 1 


故 


ee 
| 
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定理 3.4.4 点 集 EE 可 测 <> Ye 盖 0, 存 在 开 集 G 及 闭 集 下 ,使 GD 已 一 下， 


m(G\F) < e, 
证 明 留 作 习题 。 
定理 3.4.5 设 瑟 为 可 测 集 , 则 
(iD 存在 Gy 集 百 忆 已, 使 


m(H\E)=0 (10) 

mH=mE; (11) 
(ii) 存在 FF, 集 KCE, 使 

m(E\K)=0 (12) 

mK = mE,., (13) 


证 明 
证 (D ;由 定理 3.4.3, YnEN ,存在 开 集 C, 忆 三 ,使 


m(GA\E) < 二 


令 H 三 站 G,, 则 H 为 Cs 集 ,万 忆 正 , 且 
H\ECG,\E, n= 1,2,.%, 


OmH\E) < mGAM\E) < 一， 六 二 1,2，。 


令 n-> co, 即 得 式 (10)。 由 本 节 例 1, 即 得 式 (11)。 
证 (iD :由 瑟 可 测 , 知 (下 也 可 测 。 由 (iD ,存在 Cs 集 万 已 ,使 
m(H\{E) 一 0。 
取 K= tH, 则 KK 为 F, 集 ,KCE, 且 
m(E\K) = m(E\(H) = m(H\tE) 一 0。 


式 (12) 得 证 。 同样 由 本 节 例 1, 即 得 式 (13)。 


定理 证 毕 。 

注 2 不 难 证 明 : 若 下 CLII 为 开 区 间 , 则 可 使 该 定理 中 的 Cs 集 互 C7。 
定理 3.4.6 ”以 下 命题 等 价 : 

(i) EE 为 可 测 集 。 

(ii) 存在 Gy 集 晶 必 E, 使 
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m (H\E) 一 0。 
(iii) 存在 fF, 集 KCE, 使 

m (E\K) 一 0。 
(iv) 存在 G; 集 日 和 F, 集 K, 使 HODOEDDK, 且 

m(H\K) 一 0。 
证 明 留 作 习题 。 


注 3 定理 3.4.5 中 的 G; 集 也 和 F, 集 K 分 别称 为 可 测 集 E 的 等 测 包 和 等 测 
核 。 由 该 定理 ,我 们 看 到 ,任何 Lebesgue 可 测 集 均 为 一 Borel 集 和 一 零 测 集 之 并 或 
差 。 

在 本 段 最 后 ,我 们 用 上 述 定理 中 类 似 的 方法 ,来 建立 关于 R" 中 的 一 般 点 集 与 
开 集 和 Gs 集 之 间 的 关系 的 一 个 很 有 用 的 结论 。 

定理 3.4.7 

(YECR",Vs>0, 存 在 开 集 GD 已 ,使 

mG mEe, 

若 me 下 < 十 ceo, 则 上 式 中 "一 ”成 立 。 

(ii) YECR", 存 在 G, 集 互 忆 已 ,使 

mH = mE, 

称 定 理 中 的 G; 集 为 集 E 的 可 测 包 。 

证 阴 

证 (0): 若 wrE = 十 , 则 取 G = R", 即 为 所 求 。 

车 me 二 十 吕 , 则 Ye > 0, 存 在 开 区 间 列 {1,} ,使 


U LIE, 

DI|< mE+e, 

nm 一 1 
令 G= 品 已 , 则 G 为 开 集 ,GE, 且 

mG < Dml,= DL|<mEte. 
n=] n=1 

证 (ii) :由 结论 (i) ,VnEN, 存 在 开 集 C, 二 已 ,使 

mG mE+ 二 。 
令 甩 一 0G,, 则 理 为 G, 集 ,HE, 且 


mE<mH<mG, <mwE+ 二 ， n= 1,2，…。 
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mH = mE, 
三 、 测度 的 平移 不 变性 


在 本 段 中 ,我 们 用 上 一 段 所 得 到 的 关于 可 测 集 构造 的 结论 ,证 明 点 集 的 可 测 性 
及 其 测度 的 另 一 重要 性 质 ,平移 不 变性 , 即 定理 3. 4. 8。 
定理 3.4.8 设 点 集 EE 可 测 ,xoER", 则 点 集 五 十 {xo} 也 可 测 , 且 


m(E++ {xo})= mE, (14) 
证 明 ”由 定理 3.4.5, 存 在 G; 集 日 ,使 HDE, 且 
m(H\E) = 0, (15) 
由 
E= H\(H\E), 
易 知 
E+t{zxo} = (CH {ro N(CHANE) + 1x0})。 (16) 


因 开 集 平移 后 仍 为 开 集 (第 二 章 习题 36) , 故 不 难 证 明 玉 十 {xo} 仍 为 G; 集 , 因 
而 也 可 测 。 由 式 (15) 及 外 测度 的 平移 不 变性 ,可 知 ( 及 \E) 十 {zxo} 亦 可 测 。 从 而 由 
式 (16) 可 得 五 十 {zo} 之 可 测 性 。 

再 由 外 测度 之 平移 不 变性 及 五 十 {ro} 之 可 测 性 ,立即 可 得 式 (14)。 证 毕 。 


四 、 不 可 测 集 的 存在 


我 们 以 R' 为 例 ,在 (0,1) 中 构造 一 不 可 测 集 。 
(I ) 造 点 集 A。 
YxE(0,1), 作 点 集 
B(xz) 二 (§€:0 之 6 之 1,6 二 十 rr 为 有 理 数 }。 (17) 


£€EB(xr) <—>0 < 1 7 为 一 有 理 数 。 

这 样 ,我 们 即 得 一 族 集合 {B(z):zE(0,1))。 这 族 集合 有 如 下 性 质 : 
(i) 因 xEB(x), 故 B(x) 关 2, 有 是 B(xX)C(0,1), Yr€E(0,1); 
(iD Y zi ,XsE€(0,1), 按 式 (17) 之 定义 ,有 

B(x1) = {8€:0 之 6 之 1,6 二 诺 十 rsr 为 有 理 数 }， 
B(xzz) 二 (&:0 之 之 1,6 二 工 十 rr 为 有 理 数 }。 
关于 B(x1) 和 B(xz) 有 以 下 结论 


?了 91 


ss 
pr 
» 
[2 


省 
2 性 。 实 变 函 数 


1) 车 zz 一 zs 为 有 理 数 , 则 B(xr1) = B(x,)。 
证 : 设 EE B(xi), 则 
后 十 mm 为 有 理 数 。 
那么 也 有 
Ez 二 (Xi 一 x) 二 rn, 
因 x 一 rs 为 有 理 数 , 帮 (xi 一 x) 十 ri 也 是 有 理 数 。 所 以 , 按 B(x;) 之 定义 ,也 有 
EEB(xrz)。 因 而 ,B(x1)CB(Czx;)。 同 理 可 证 ,B(xs)CB(z), 故 得 B(x1) 二 B(x;)。 
2) 车 3& EB(xri),& EB(zr;), 且 一 色 为 有 理 数 , 则 亦 有 B(xi) = B(xr;)。 
证 :此 时 有 
人 外 二 TI 十 rl， ni 为 有 理 数 。 
色 二 十 rz， ;为 有 理 数 。 
故 
Ti 一 Ta 一 (6 一 外) 一 (Cr 一 疡 ) 
也 是 有 理 数 。 由 1) 即 得 BCri) = B(zrs)。 
3) 当 r 天 时 ,BCzr) 和 B(x;) 或 相等 或 不 相交 。 
证 : 若 3sEB(CrmBcr), 则 化 为 情形 2) , 故 B(xi) = BCzy ) 。 
由 这 些 性 质 ,(0,1) 即 被 分 解 为 一 些 两 两 不 交 的 点 集 B(x) 之 并 ,在 每 一 B(z) 
中 ,任意 选取 唯一 一 点 ,将 这 些 点 所 成 之 集 记 为 A, 则 A 具有 以 下 性 质 ， 
(i) AC(0,1), 
证 :由 上 述 关 于 B(x) 的 性 质 (i) 即 知 。 
(ii) A 中 任何 不 同 两 点 之 差 均 不 是 有 理 数 。 
证 :假如 ,3&1,6& EA,& 关 色 ,而 包 一 色 为 有 理 数 ,。 设 6 EB(zi),& EB(z;)， 
则 由 集 族 {B(r)}) 的 性 质 ( 训 之 2), 即 得 B(xr1) = B(x,), 那 么 ,同一 B(x) 中 就 有 属 
于 A 的 不 同 两 点 &1 和 名 ,与 A 之 构造 韦 盾 。 
(iii) YXTE(0,1),&€A, 使 + 一 E =r 为 有 理 数 ,是 一 1 二 r 过 1。 
证 : YXE(0,1), 按 集 B(x) 和 集 A 之 定义 ,EE€B(x) 门 A, 且 x 一 E= 二 r+ 为 有 
理 数 ,而 0 二 二 1, 故 必 有 一 1 二 rr 二 1。 
(IT) 由 集 A 造 集 列 {A,} 。 
设 (一 1,1) 内 有 理 数 全 体 为 
rr 
今 
A, = A+T{r} = {t= é€+riéEA} ,n= 1,2,., 
则 集 列 {A,} 具 有 以 下 人 性质; 
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(1) 因 AC(0,1), 故 A,C( 一 1,2)， nn 二 1,2,…, 从 而 


UA,CC—1,2)., 
(ii) 诸 A, 两 两 不 交 。 
证 :假如 n,mEN,n 关 训 , 而 31EA4, 门 A ,其 中 
4, 一 人 = 和 六 :EAI 。 
则 3 上 6 总 E4, 使 
t=& rEA,, 
t=& 二 r, EA,. 
故 如 一 色 二 一 7 关 0, 因 而 & 关 色 且 6&1 一 名 为 有 理 数 ,与 A 之 性 质 (ii) 相 矛盾 。 


Gid (0,DEU A,. (18) 
证 : VxE(0,1) 
一 > 3€EAh, 使 r 一 x 一 8 为 有 理 数 ,日 rE( 一 1,1) (A 的 性 质 (iii)) 


一 一 > | nEN. 使 La ry 
r= € 二 r,€EA, 


>7€ UA,. 
因而 得 式 (18)。 
( 轩 ) 证 A 为 不 可 测 集 。 用 反 证 法 。 
设 A 可 测 
一 >> 诸 A, 均 可 测 , 自 mA, = 二 mA， n= 二 11,2 (定理 3. 4.8) 
一 > U A, 可 测 
=—>1<m(UA,) 之 3 ({A,) 的 性 质 (i) 和 (iii)) 
—>1l< mA,<<3 ({A,) 的 性 质 Gi)) 


此 时 ,mA = 0 和 mA >>0 均 得 矛盾 。 故 集 A 必 不 可 测 。 

注 4 在 上 述 不 可 测 集 的 构造 过 程 中 ,事实 上 已 借助 了 集 论 公理 系统 中 的 “ 选 
择 公 理 ”。 这 一 公理 如 下 : 

选择 公理 ” 若 S 是 由 一 些 互 不 相交 的 非 空 集合 所 成 的 集 族 , 则 必 存 在 集合 A、 
它 是 从 S 中 的 每 一 集合 中 均 选 取 唯 一 一 元 素 所 组 成 。 

注 5 本 段 中 所 造 之 不 可 测 集 , 也 可 用 来 证 明 结 论 :… 外 测度 不 满足 可 数 可 加 
性 。” 其 证 明 过 程 与 证 A 之 不 可 测 性 类 似 , 简 述 如 下 : 


性 
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在 上 述 ( 工 ) 与 CI ) 两 步 的 基础 上 ,假设 外 测度 满足 可 数 可 加 性 , 则 由 集 列 (A 
之 性 质 (ii) 有 


而 由 {A,} 的 性 质 (1) 和 (Gi) 有 


故 


1 去 yorA, < 3 (19) 
又 由 外 测度 之 平移 不 变性 ,有 
mA, =mA, n=1,2,. 
由 于 we*A = 0 和 mA > 0 均 与 式 (19) 巴 盾 , 故 知 外 测度 不 满足 可 数 可 加 性 。 
注 6 事实 上 ,R" 中 任何 一 个 外 测度 大 于 零 的 点 集中 均 含 有 不 可 测 的 子 集 。 
证 明 从 略 . 对 R' 之 情形 , 列 为 习题 (习题 32) 。 


$ 3.5 ”乘积 空间 


本 节 建 立 集合 的 乘积 概念 ,讨论 可 测 集合 乘积 的 可 测 性 及 其 测度 的 计算 。 本 
节 中 p,q 均 为 正 整数 。 


一 、 集 合 的 乘积 


定义 3.5.1 设 A,B 为 非 空 集合 , 称 有 序 元 素 对 (x,y) 的 全 体 所 成 之 集 ,其 中 

XEA,yEB, 为 集合 A 和 B 的 乘积 , 记 为 A XB, 即 
AXB= {(r,y):r€EA,yEB}, 
规定 ; 当 A 或 B 为 空 集 时 ,乘积 为 空 集 。 
类 似 可 定义 : 
A X A,X XA, = {xivra rr TT EA = 1,2,. ,Nn)o 
例 1 若 A= (x,7z},B = {y yz)， 则 
AXxXB= (Cry), (zyz), (zy)， za yz))。 
例 2 若 ACR*,BCR', 则 显然 AX BCR*"。 特别 有 
R*X R= RT, 
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例 3 易 知 ,车 工 为 R* 中 的 区 间 ,T 为 R' 中 的 区 间 , 则 了 xX I 即 为 R*™ 中 
的 区 间 , 且 
IhxI|= |L|. |L|. 
反之 ,车 1 为 Re” 中 的 区 间 , 则 工 可 表示 为 
IT 一 石 义 也， 
其 中 工 和 I 分 别 为 R* 和 Re 中 的 区 间 。 
对 集合 的 乘积 概念 的 运用 ,应 掌握 好 以 下 基本 技能 (其 证 明 由 读者 自己 作出 ): 
(i) A.DA, BH BDB, 一 4 人 x BDA, XB,., 
(ii) 只 要 AANA 一 名 和 B 门 B= 至 少 其 一 成 立 , 则 
(4 x BI)NM(A, XB,)= 8, 
Gii) (AUA,) x (BUB;) 
= (A! X BU (CA, x Bi)U (A, x BU (A, xB,). 
对 可 数 并 有 
(UAD xX (VB) =, UA xB), 
且 若 诸 A; 间 和 诸 B; 间 均 两 两 不 交 , 则 诸 A, X Bj 间 两 两 不 交 。 
Gw (NAY x NB) =N AxB), 
且 若 
AiDA:D "DAD '", 
BiDB,D DB,D*, 
则 
AI X BOA, XB,D DA, XxX B,D, 


二 、 可 测 集合 乘积 的 可 测 性 及 其 测度 的 计算 


定理 3.5.1 设 A,B 分 别 为 R? 和 RR’ 中 的 可 测 集 , 则 AXB 也 是 R*" 中 的 可 
测 集 , 且 
mAXB)=mA .mB. (1) 

证 明 ”以 下 分 六 步 进 行 。 
(I) 设 A,B 均 为 区 间 。 
由 本 节 例 3,A xX B 为 Rr?™ 中 的 区 间 , 故 AX 为 可 测 集 , 且 有 

m(AXB)= |AxB|=|A|. |B|=mA.mB. 
(了 [) 设 A,B 均 为 开 集 。 


性 


由 R" 中 开 集 的 构造 定理 (定理 2. 4.5), 有 
A 一 U Ai, 其 中 诸 4 为 两 两 不 交 的 区 间 ; 
B 一 U Bj ,其 中 诸 B 为 两 两 不 交 的 区 间 ， 
由 测度 的 可 数 可 加 性 ,有 


mA = 一 SimA,, 
il 


mB = DmB,. 
由 关于 集合 乘积 的 基本 技能 (ii) ,有 
AXB= U (A;xB,)), 
且 诸 A, Xx B, 两 两 不 交 .由 (了 ), 诸 A XB 均 可 测 , 故 AXB 也 可 测 ,上 朋 


m(AXB)= mA XB) 一 (mA mB,) 
ij=1 j=1 


一 (DimA,) 。 (CSyYmBi) =mA .mB,。 
i=1 j=1 


( 轩 ) 设 A,B 均 为 有 界 G; 集 。 
由 第 二 章 习 题 25, 有 


其 中 {A;} 和 1B,} 均 为 递减 的 有 界 开 集 列 。 由 集合 乘积 的 基本 技能 (iv) ,有 
AxXB=N(A,xB). 
且 {A; x Bi;) 为 递减 集 列 。 由 (了 ), 诸 A; X B; 均 可 测 , 故 AXB 可 测 。 由 A, ,Bi 均 
有 界 , 故 
MA XB 一 mA mB 一 Tco， 
用 测度 之 上 连续 性 ,有 
m(A x B)= limm( A X B.,)= lim(mA. 。mB.) 
一 limmA, 。 limmB; mA ，。mB。 
(了 ) 设 A,B 均 为 有 界 可 测 集 且 至 少 其 一 为 零 测 集 。 不 妨 设 mA = 0。 
对 于 集 4, 由 可 测 集 的 构造 定理 (定理 3.4.5) 及 其 注 2, 存 在 有 界 G; 集 A 二 A, 使 
mA =mA = 0。 
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同 理 对 于 集 B, 存 在 有 界 G; 集 巨 二 B ,使 
mB = mB. 
由 
AxBCAXxB 
及 (于 ) ,得 
OZm(AxB<maAxXB)=mA. mB = 0, 

故 A XB 可 测 且 m(A XB) = 0, 即 得 式 (1)。 

(V) 设 A,B 为 一 般 有 界 可 测 集 。 

仍 由 定理 3.4.5 及 注 2, 存 在 有 界 G; 集 A 和 ,使 A 汪 A,B8 沪 B, 旦 

m(A\A)=0 及 mA 二 mh， 
m(B\B)=0 及 mB= mB., 
由 (于 ) 知 ,A XB 可 测 , 且 
mAxXxB)=mA.mB=mA.mB, 

又 

AxB= (A\A)UA) x ((B\B)UB) 

= ((A\A) x (B\BY)UCA\A) x BU (A xX (B\B)Y)U (AXB). 

注意 到 上 式 右 端 之 四 个 集合 两 两 不 交 , 则 由 (CMV ) 及 (于 ) ,可知 其 前 三 个 集合 均 

为 零 测 集 ,再 由 A XB 之 可 测 性 即 得 A XB 之 可 测 性 , 且 
m(AXB)=m(AXB)=mA.mB, 
(VW) 设 A,B 为 一 般 可 测 集 。 
由 3.4 推 论 : 


A=UA,, 


B=UB,, 
其 中 {A,} ,1B,} 均 为 两 两 不 交 的 有 界 可 测 集 列 。 


以 下 利用 (V ) 和 类 似 于 第 I 步 的 做 法 , 即 得 一 般 情形 下 本 定理 之 结论 。 
定理 证 毕 。 


a ee 


1. 证 明 : 若 EE 为 有 界 集 , 则 rE < 十 ce。 
2. 证 明 :任何 可 数 点 集 的 外 测度 为 零 。 
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3. 设 ACR", 有 上 且 mA = 二 0, 证 明 :YV BCR", 均 有 
m (AUB)=m B,。 
4. 设 下 为 R: 中 的 有 界 集 , 常 数 满 足 0 达 p44 志 mE, 证 明 : 3E1CE, 使 mE, 
一 ws 

5. 设 wrE 0, 证明; 3xEE, 使 YW6 > 0, 均 有 

m (ENO(x,0)) > 0。 
6. 证 明 $ 3.3 推论 2。 
7. 设 集合 A 和 B 可 测 , 证 明 : 

m(AUB)+m(ANMNB)= mA+mB,. 

8. 证 明 ;对 任何 可 测 集 列 {E,} , 若 


SimE, 过 十 co， 
则 
m(lim E,) = 0。 
9. 证 明 ; 对 任何 可 测 集 列 {E,} 均 有 
mt( limE,) < limmE,. 
10. 证 明 : 对 任何 可 测 集 列 {E,} , 若 了 了 A ,使 
m( U E,) <+ ceo， 
则 
m( limE.) 之 limmE,, 
11. 问 : 零 测 集 的 闭 包 仍 是 堆 测 集 玛 ? 
12. 证 明 : 闭 的 零 测 集 必 是 无 处 稠密 集 。 
13. 设 五 可 测 且 mE' < 十 ce。 证 明 : 若 EE ,mE; 一 mi, 则 五 :也 可 测 。 
14. 设 f:R" -> R" 为 一 双 射 且 保 持 点 集 的 外 测度 不 变 。 证 明 ; 只 要 EE 可 测 , 则 
f(E) 也 可 测 。 
15. 设 Si ,SS ，…。9， 为 两 两 不 交 的 可 测 集 ,EE,CS,,i 一 1,2,.….n, 证 明 ， 
m (UE) = DmE. 
16. 证 明 : 任 一 可 测 集 均 可 表示 为 一 列 递增 的 有 界 可 测 集 之 并 。 
17. 证 明 ; 任 一 可 测 集 均 可 表示 为 一 列 两 两 不 交 的 有 界 可 测 集 之 并 。 
18. 在 R: 中 构造 一 个 仅 含 无 理 数 的 正 测度 的 闭 集 。 
19. 问 ; 是 否 存在 La,65] 的 真 闭 子 集 F, 满 足 mF =b—a? 
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20. 证 明 :Cantor 集 的 测度 为 零 。 

21. 在 [0,1] 上 构造 一 个 测度 大 于 零 的 无 处 稠密 的 完备 集 , 并 由 此 证 明 : 确 实 
存在 开 集 G, 使 mG > mG。 

22. 在 R' 中 ,证 明 :Lebesgue 可 测 集 族 M 的 基数 为 2 。 

23. 证 明 : 对 任 一 闭 集 下 , 均 存 在 一 完备 集 户 CF, 使 mF 一 mF。 

24. 证 明 8$ 3.4 引 理 1。 

25. 证 明 : 点 集 巨 为 可 测 集 的 充 要 条 件 为 : Ye >> 0, 存 在 开 集 G 和 闭 集 下 ,使 G 
DEDF Hm(GN\F) < e, 

26. 证 明定 理 3. 4. 6。 

27. 设 互 为 有 界 集 , 证 明 :E 为 可 测 集 之 充 要 条 件 为 

inf{mG:;G 为 开 集 ,GDDE) = sup{mF 了 ;下 为 闭 集 ,FCE})。 
28. 设 {E,}) 为 R" 中 一 集 列 ,满足 
EICE,C* CE,C.»., 

证 明 ;mm* (UE,) 一 jimzrE， o 

29. A,B 均 为 R" 中 的 点 集 ,AUB 为 可 测 集 , 且 满足 

mt(AUB)= nA 二 mB (<i+, 

证 明 :4,B 均 为 可 测 集 。 

30. 在 二 维 平面 R* 中 作 一 开 集 G, 使 G 的 边界 的 测度 大 于 零 。 

31. 在 了 R: 中 造 一 不 可 测 集 。 

32. 证明:R' 中 任何 一 个 外 测度 大 于 零 的 点 集中 均 含 有 不 可 测 的 子 集 。 

33. 证 明 : 零 测 集 之 余 集 必 为 稠密 集 。 

34. 设 ECR', 令 

—E={—x:r€EE}, 

即 一 EE 为 在 变换 x -> 一 +(rER') 之 下 E 的 像 , 称 一 为 E 的 反射 .证 明 ， 

(1) nr (一 正 ) = mE, 

(i) 车 EE 可 测 , 则 一 E 也 可 测 , 且 

m(—E)= mE. 
此 性 质 称 为 :点 集 的 外 测度 、 可 测 性 及 其 测度 的 反射 不 变性 。 
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可 测 函 数 


本 章 将 建立 可 测 函 数 的 概念 及 其 性 质 。 可 测 函 数 类 是 比 连续 函数 类 更 为 广泛 
的 一 种 函数 类 . 它 是 Lebesgue 积分 的 积分 对 象 。 对 可 测 函 数 的 研究 是 我 们 为 建立 
Lebesgue 积分 所 进行 的 最 后 一 步 准 备 工作 。 

本 章 中 ,4. 1 阐述 广义 实 函 数 以 及 其 他 有 关 概 念 , 为 本 章 内 容 作 一 些 概念 上 
的 准备 工作 。 8$ 4. 2 建立 可 测 函 数 的 概念 。X 4. 3 阐述 可 测 函 数 的 各 种 性 质 。 
4.4 深 入 研究 可 测 函 数列 的 收敛 性 ,得 出 Egoroff 定理 和 Riesz 定理 等 重要 定 
理 。$4.5 研究 可 测 函 数 的 结构 , 即 研 究 可 测 函 数 与 我 们 已 经 熟悉 的 连续 函数 的 
关系 ,得 出 男 一 重要 定理 


Lusin 定理 。 


$4.1 广义 实 函 数 


定义 4.1.1 设 E 为 一 非 空 集合 , 称 E 到 Ri! 的 映射 为 下 上 的 实 函 数 ; 称 瑟 到 
广义 实数 集 R 的 映射 为 忆 上 的 广义 实 值 函数 ,简称 为 广义 实 函数 。 

即 对 于 广义 实 函 数 ,除了 实数 外 ,还 可 以 取 十 <e 和 一 ce 为 其 函数 值 。 

以 后 我 们 所 涉及 的 函数 主要 是 广义 实 函 数 , 因 此 ,从 本 章 开 始 , 若 不 特别 声明 . 
所 涉及 的 函数 均 为 广义 实 函 数 。 有 时 ,我 们 也 把 “ 实 函 数 ” 说 成 是 有限 函数 ”或 
“处 处 有 限 的 油 数 ”。 

按 此 定义 ,数学 分 析 中 的 函数 均 为 实 函数 或 处 处 有 限 的 函数 。 

若 /和 8 均 为 下 上 的 广义 实 函 数 ,我 们 规定 f 土 g,f，g,af (a 为 实数 ), | 了 | 分 
别 为 上 的 如 下 函数 :f(z) 土 g(r)( 当 YrxrEE,f(x) 土 g(x) 均 有 意义 时 )， 
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fr)g(lr) af lr),|f(x)|。 记号 /之 g 意 指 :/(x) 之 g(x),YVrEE,。 
设 fln 二 1,2,…) 和 上 了 均 为 下 上 的 广义 实 函 数 , 若 
广 (z) 一 f(r), YrEE, 
则 称 在 王 上 函数 列 { 广 } 处 处 收敛 于 函数 太 , 或 简称 在 王 上 { 户 } 收 伍 于 三 ,也 称 /为 
{f,} 的 极限 , 记 为 :在 E 上 ,f, ->f ,或 f, 一 ,或 /= limf, 
设 fbn 二 1,2,…) 和 J/ 均 为 E 上 的 实 函 数 ,车 Ye 汪 0,] NEN, 使 Yn 宇和 NN. 
VxEE, 均 有 
| APCz) — f(x) | e, 
则 称 在 E 上 函数 列 {/,) 一 致 收 伍 于 f, 记 为 :在 E 上 ,/, 一 筷 f。 由 此 定义 知 ,涉及 
一 致 收敛 的 函数 均 为 实 函数 。 
注 1 不 难 验证 : 当 /为 广义 实 函 数 时 ,1.1 第 六 段 * 函 数 与 集 ” 中 的 定理 
1.1. 18 ,定理 1. 1. 19 和 定理 1.1. 20 三 组 结论 仍然 成 立 , 因 而 $ 3. 3 中 的 推论 2 也 仍 
然 成 立 。 


二 、 函 数 的 正 部 与 负 部 


定义 4.1.2 设 /为 集 E 上 的 广义 实 函 数 ,在 上 定义 函数 f 和 / 如 下 : 
{i 当 zr 使 Frz)> 盖 0 时 ， 
ff (x)= 
oY 当 z 使 f(x) 二 0 时 ， 
f(r)= 
0， 当 x 使 f(x) 宇 0 时 。 
称 /” 和 /” 分 别 为 函数 f 的 正 部 与 负 部 。 
函数 的 正 部 和 负 部 概念 ,在 本 章 和 下 一 章 积 分 理论 中 都 将 起 重要 作用 ,必须 熟 
练 掌握 .灵活 运用 。 下 面 列 出 关于 这 两 概念 的 -一 系列 简单 但 很 重要 的 性 质 ,这 些 性 
质 实际 上 就 是 运用 这 两 概念 所 必须 熟练 掌握 的 基本 技能 。 其 证 明 均 可 由 其 定义 直 
接 推 出 , 故 均 留 作 练习 。 
性 质 1 f°" ,f/f 均 为 E 上 的 非 负 函数 。 
性 质 2 f(r) = max{f(7x),0}. 
f (x)= max(— f(r),0}, 
性 质 3 ” 当 上 了 为 有 限 函 数 时 ,有 


广 = 计 (7 十 思 ， 
1 
/ = 了 CHI 一 亡 
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py 


: 埃 §” 实 变 函 数 


性 质 4 f/f 志 1/7| 
/|/l, 
性 质 5 /= /' 一 /， 
Ifl= 十 广 
性 质 6 (一 户 != 广 ， 
(一 门 =f. 
性 质 7 设 实 数 < 三 0, 则 
(ce 门 “= 一 ce 三 ， 
(ef) = ef- 


在 E 上 ,/' (7x) 二 f(z),， 

在 EL 上.f (z) = 三 0。 

在 Er,f'(x) 二 0， 

在 EL 上,f (x) 二 — f(x)。 

性 质 9 在 EE 上 ,车 f 为 有 界 函 数 , 则 广 , 广 均 为 有 界 函 数 。 


三 、 集 合 的 特征 函数 


定义 4.1.3 ” 设 EE 为 基本 集 ,ACE, 称 定义 于 EE 上 的 聘 数 
fo VrEAh, 
Xs (xr) = 
0, VrEE\A 
为 (以 上 为 基本 集 ) 集 合 A 的 特征 函数 。 
例如 ,Dirichlet 函数 


性 质 8 /了 过 0 一 | 


< 一 | 


1， 当 z 为 有 理 数 时 ， 
D(x) = 7 9 9 
to 当 x 为 无 理 数 时 ， “< 上 "1 
即 为 ; 当 [0,1j 为 基本 集 时 ,[0,1] 上 的 有 理 数 全 体 的 特征 函数 。 


由 定义 易 知 , 基 本 集 已 的 子 集 与 其 特征 函数 间 存 在 一 一 对 应 关系 。 
四 、 简 单 函 数 


定义 4.1.4 设 王 为 及 "中 的 可 测 集 ,gp 为 瑟 上 的 实 函 数 。 若 瑟 可 表示 为 有 限 
个 两 两 不 交 的 可 测 子 集 E, ,E,,… ,EE, 之 并 ,又 存在 个 实数 cez,……，cv 使 得 
p(T) =0, VrEE, i= 1,2,.,n, (1) 
则 称 p 为 EE 上 的 简单 函数 。 
注 2 
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(i) 式 (1) 等 价 于 


p(x) 一 > ax。 (x), (2) 
其 中 Xs (xz) 为 E; 上 的 特征 函数 ,一 1,2,*…,n。 
(ii) 对 于 简单 函数 来 说 ,其 值 域 为 R' 中 的 有 限 集 , 并 且 单 点 集 的 原 像 均 是 可 
测 集 。 
(iii) 因 当 分 解 为 有 限 个 两 两 不 交 的 可 测 子 集 之 并 时 ,可 有 不 同 的 形式 , 故 
一 简单 函数 的 形 如 式 (1) 或 式 (2) 的 表达 式 不 是 唯一 的 。 
例 1 可 测 集 上 的 实 常数 函数 均 为 简单 函数 。 
例 2 车 La,6] 可 分 为 有 限 个 两 两 不 交 的 小 区 间 之 并 ,函数 f 在 每 一 小 区 间 上 
均 取 实 常数 值 , 则 称 / 为 La,5] 上 的 阶梯 函数 。 显然 ,阶梯 函数 均 为 简单 函数 。 
例 3 当 基 本 集 E 为 可 测 集 时 , 则 EF 的 任何 可 测 子 集 的 特征 函数 均 为 简单 函 
数 。 如 Dirichlet 函数 也 是 一 简单 函数 。 
简单 函数 有 以 下 简单 性 质 ( 均 由 读者 自 证 ): 
性 质 1 车 /为 EE 上 的 简单 函数 ,E。 为 上 的 可 测 子 集 , 则 了 也 是 E。 上 的 简单 
函数 。 
性 质 2 设 f,g 均 为 E 上 的 简单 函数 , 则 
kf (x)(k 为 实数 )， 
fr) +tg(r), 
f lx)gl(r), 


f(x) 
g(X) 


均 为 下 上 的 简单 函数 。 
性 质 3 ”车 f 为 简单 函数 , 则 YaER' ,集合 
ELf> a] 


(g(x) #0, YrXEE), 


均 为 可 测 集 。 
五 、 连 续 函 数 概念 的 拓 广 


数学 分 析 中 的 连续 函数 都 是 区 间 ( 或 区 域 ) 上 的 连续 函数 。 本 段 将 对 这 一 概念 
进行 拓 广 ,建立 定义 于 R" 中 的 任意 点 集 上 的 连续 函 数 概念 ,以 满足 实 变 国 数 论 的 
需要 。 
定义 4.1.5 设 ECR",j 为 下 上 的 实 函 数 ,z,EE。. 若 Vse>0,36>>0, 使 
VEEmo(croy6), 均 有 
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| ACz) 一 /Cro)|1<e， 
则 称 函 数 f 在 x, 点 关于 集 玉 连续 。 若 YrEE,f 在 x 点 均 关 于 E 连续 , 则 称 函 数 
/在 E 上 连续 ,也 称 /为 上 的 连续 函数 。 

注 3 在 R' 中 , 当 E=[a,b] 时 ,关于 连续 了 少数 的 这 一 定义 和 数学 分 析 中 的 定 
义 完 全 一 致 。 因 此 ,数学 分 析 中 关于 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 所 有 性 质 ,比如 ,” 若 函 
数 在 一 闭 区 间 上 连续 , 则 必 一 致 连续 ”等 ,在 新 定义 之 下 均 成 立 。 

例 4 显然 任意 点 集 王 上 的 实 常数 函数 均 为 巨 上 的 连续 函数 。 

例 5 对 于 Dirichlet 了 酒 数 D(x), 令 

Q, 一 [0,1] 上 的 有 理 数 全 体 ， 
1 一 [0,1j 上 的 无 理 数 全 体 ， 
则 D(x) 在 Q。 上 连续 ,在 I 上 也 连续 ,但 在 [0,1] 上 任 一 点 处 均 不 连续 。 

例 6 若 zo 为 点 集 巨 之 孤立 点 , 则 巨 上 的 任何 实 函 数 了 在 ze 处 均 关 于 下 连 
续 ( 证 明 留 作 习题 ) 。 

下 面 我 们 指出 拓 广 后 的 连续 函数 概念 的 五 条 性 质 。 其 中 ,前 四 条 都 是 数学 分 
析 中 的 连续 函数 的 性 质 的 直接 推广 ,其 证 明 方 法 也 完全 类 似 , 均 由 读者 自 证 。 最 后 
一 条 性 质 的 证 明 是 一 个 很 好 的 练习 , 故 也 留 作 习题 。 

性 质 1 连续 函数 的 和 ,. 差 . 积 和 商 ( 分 母 不 为 零 ) 均 为 连续 函数 。 

性 质 2 设 已 CE,roEE ,那么 , 若 上 在 rs 点 关于 王 连续 , 则 了 在 zu 点 也 关 
于 E, 连续 ; 若 f 在 EE 上 连续 , 则 也 在 二 上 连续 。 

性 质 3 设 f(x) 为 E 上 的 实 孔 数 ,xo。EE, 则 
了 在 zu 点 关于 下 连续 < 一 > VY {rs)CE, 只 要 x, 一 zo; 则 必 有 f(x,) 一 f(zxo)。 

性 质 4 设 ECR",/f,(n 二 1,2,…) 和 了 均 为 EF 上 的 实 函 数 , 若 在 EE 上 ,有 

1” {了} 为 一 列 连续 函数 ， 

2° /和 /， 

则 了 必 为 达 上 的 连续 函数 。 

性 质 5 设 


下 一 品 忆 ,其 中 请 已 为 两 两 不 交 的 闭 集 ， 

2* 实 函数 了 定义 于 E, 且 了 在 每 个 F, 上 均 为 连续 函数 ， 
则 /为 下 上 的 连续 函数 。 

六 、 命 题 的 几乎 处 处 成 立 


定义 4.1.6 设 ECR",P(z) 为 与 中 的 点 x 有 关 的 一 个 命题 。 若 存在 五 的 
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零 测 子 集 E ,使 得 在 E\E。 上 P(x) 处 处 成 立 , 则 称 命题 P(x) 在 已 上 几乎 处 处 成 
立 , 记 为 :P(x),a.e. 于 上 E，。 

由 该 定义 及 结论 “ 零 测 集 之 子 集 仍 为 零 测 集 ”, 易 知 .: 

P(x),a.e. 于 <>E 中 使 P(r) 不 成 立 的 点 的 全 体 成 一 零 测 集 。 

例 7 设 下 为 点 集 E 上 的 广义 实 函 数 , 若 3j E。 CE,mE, = 二 0, 使 在 E\E。 上 ， 
/Cx) 处 处 取 有 限 值 , 则 称 在 E 上 几乎 处 处 有 限 。 记 为 :| f(x) | 过 十 o2,a.e. 于 EE。 
由 此 定义 ,有 

[f(x7) | < eae 于 E >mE[|f|=+o] = 0, 

例 8 设 /,g 均 为 E 上 的 广义 实 函 数 ,着 jE,CE,mE, = 0, 使 得 在 E\E, 上， 
f(z) = 二 g(x) 处 处 成 立 , 则 称 在 EE 上 / (x) 与 g(x) 几乎 处 处 相等 , 记 为 :f == ga.e。 
于 ,或 :在 EE 上/ 尘 8g ,由 此 定义 ,有 


在 E 上 /gmElfAAgj] = 0。 


为 清楚 起 见 , 若 在 EE 上/f 和 g 处 处 相等 ,也 记 为 :在 已 上 三 三 g 或 了 外 
例 9 


go 
设 fn 一 1,2,…) 和 了 均 为 点 集 巨 上 的 广义 实 函 数 。 若 了 ECE,mE, 


二 0, 使 得 在 E\E, 上 /, -全 >/, 则 称 在 E 上 {f,} 几乎 处 处 收 伊 于 /, 记 为 :lim/, = 
fa.e. 于 ,或 :f, 一 fa.e. 于 区. 或 :在 EE 上 ,f/f,,-““- /。 由 此 定义 ,有 
在 E 上 /, f/f <— mElf,”>/f=0,。 


$ 4.2 可 测 函 数 的 概念 
以 下 若 不 特别 声明 ,所 提 及 的 点 集 已 均 为 R" 的 子 集 。 
一 、 可 测 函 数 的 定义 及 例 


定义 4.2.1 设 / 为 可 测 集 上 的 广义 实 函 数 。 若 VaER' ,集合 
ELf > < 
均 为 可 测 集 , 则 称 / 为 EF 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 , 简 称 为 上 的 可 测 函 数 , 或 称 / 
在 上 可 测 。 
由 8 4.1 注 1, 可 得 函数 可 测 性 的 以 下 诸 等 价 定义 。 
定理 4.2.1 /为 可 测 集 E 上 的 可 测 函 数 
> YuaER',EL/ 之 aj 为 可 测 集 
二 > Ya€ER'.EL/ 一 “为 可 测 集 
> VaER' ,EL[f 二 aj 为 可 测 集 。 
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例 1 由 简单 函数 的 性 质 3 知 ,简单 函数 均 为 可 测 函 数 。 比 如 ,Dirichlet 函数 
为 可 测 函 数 。 特 别 地 ,可 测 集 下 上 的 常数 函数 均 为 下 上 的 可 测 函 数 。 

例 2 因 零 测 集 的 任何 子 集 均 可 测 , 故 零 测 集 上 的 任何 函数 均 为 可 测 函 数 。 

例 3 了 R 中 的 可 测 集 上 的 单调 函数 均 为 E 上 的 可 测 消 数 .( 证 明 留 作 习 题 ) 

例 4 可 测 集 E 上 的 连续 函数 均 为 E 上 的 可 测 函 数 ,反之 不 然 。 

证 明 设 / 为 E 上 的 连续 函数 ,YaER' ,下 面 证 明 : 集 合 ELF> ae] 之 可 测 性 。 
VxzoEELA>d, 即 /zso) >>a, 由 了 在 ze 点 关于 巨 之 连续 性 ,了 OCzro ,6 ) 使 Vx 
EENMO(zro,6, ), 均 有 f(x) ae。 故 

EMO(zxo,6, CELA> oa]， 


从 而 易 知 
U ‘ENO(x,6.)) = ELf > aj]。 
r€ EY-al 
再 由 
es ENOC 6)) 一 开门 (IOQGz8r)) 
以 及 集 已 和 开 集 


Or 
的 可 测 性 , 即 得 下 LA > 4aj 之 可 测 性 。f 之 可 测 性 证 毕 。 
Dirichlet 函数 即 是 “可 测 而 不 连续 ”这 类 函数 中 的 一 例 。 
由 此 例 , 我 们 看 到 ,可 测 函 数 类 确实 是 比 连续 函数 类 更 为 广泛 的 一 个 函数 类 。 
例 5 ”由 不 可 测 集 的 存在 ,可 知 不 可 测 函 数 是 存在 的 。 例如: 设 A 为 (0,1) 中 
之 不 可 测 集 ,对 于 以 (0,1) 为 基本 集 ,A 的 特征 函数 X, (x) 来 说 , 因 当 a = 广 时 , 集 


全 
[a 


ELX >>aj=A 

为 一 不 可 测 集 , 故 XX, (xz) 为 一 不 可 测 函 数 。 

由 此 例 及 例 1, 可 得 以 下 结论 :车 EE 为 基本 和 集 且 可 测 ,E。CE, 则 E, 与 E。 上 的 
特征 函数 Xe (x) 同时 可 测 或 不 可 测 。 

在 本 段 最 后 ,我 们 提出 保证 函数 可 测 性 的 一 个 有 用 的 充分 条 件 , 其 证 明 留 作 习 
题 。 

定理 4.2.2 设 广 为 可 测 集 已 上 的 广义 实 函 数 ,4 为 R' 中 的 稠密 子 集 , 若 
VaEA, 集合 ELf > aj 均 可 测 , 则 为 E 上 的 可 测 函 数 。 


二 、 函 数 的 可 测 性 与 其 正 部 和 负 部 的 可 测 性 的 关系 


定理 4.2.3 设 f 为 可 测 集 E 上 的 广义 实 函数 , 则 在 下 上 有 : 
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可 测 < 全 广 , 广 均 ( 非 负 ) 可 测 。 
证 明 
证 “一 汪 ”: 设 了 可 测 , 任 取 aER'。 
对 于 三 : 
当 a 之 0 时 ,E[f* 守 a] = E[f > dj]， 
当 a 过 0 时 ,E[f1>>a| = EE。 
故 Ya€ER' ,ELf' 之 aj 均 可 测 , 即 f7 可 测 。 
对 于 /: 
当 4 守 0 时 ,E[/ a]=E[ 一 f>>al= ELf<—al, 
当 a 之 0 时 ,EL[f 守 a]=E。 : 
故 YeER ,EL[f 之 aj 均 可 测 , 即 /可 测 。 
证 “下 一 ”:; 设 让 ,f/f 均 可 测 。 任 取 aER'。 
当 a 之 0 时 ,EL[/ 守 a]==E[f1+> 4] 
当 a 之 0 时 ,E[/fa] = EL[f <--aj。 
故 VaER' ,ELA> a] 均 可 测 , 即 上 可 测 。 


定理 证 毕 。 
三 、 将 可 测 函 数 表 示 为 简单 函数 列 的 极限 
定理 4. 2.4 


(i) 设 为 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 必 存 在 上 的 非 负 简单 函数 列 {g,) ,使 
得 在 玉 上 有 : 

1) px) Rptr) ,n= 1.2, 

2) f= lim og, . 

该 结论 也 可 述 为 : 非 负 可 测 函 数 必 是 一 列 非 负 递增 简单 函数 列 的 极限 。 

(ii) 若 为 E 上 的 有 界 非 负 可 测 函 数 , 则 (Gi) 中 的 简单 函数 列 {g,} 所 满足 的 条 
件 2) 成 一 致 收敛 。 


证 朋 
证 GQ): 
(CI 工 ) 构造 函数 列 {9,}。 
任意 取 定 自然 数 ”。 
首先 分 割 区 间 [0, 十 ce]。 用 分 点 : 
0， 1 ， 2 本 k ,tl 
2 
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愉 -| 
-六 
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将 区 间 [0, 十 ce 分割 为 n2" 个 有 限 的 左 闭 右 开 区 间 和 一 个 无 限 区 间 ， 
[0， 1 ),[1 2 ) [有 k 十 1 


“1) 工 
2 27 7 Dn 9? 27， 2 ) ， ,LCn2 1) 六 ,La 十 ce]。 
再 分 割 定 义 域 已 , 令 
Es = El Sf < k= O02 on2" 一 1， 
E, .na 一 E[f 之 nj。 
则 {Ei4} 满 足 : 


1 ” Ei 均 可 测 ; 
2” (对 固定 的 n) 诸 E,. 两 两 不 交 ; 


3°E =U 下 。 
在 此 基础 上 ,在 互 上 定义 函数 po, 如 下 : 


mw(z) 一 乞 ， VreEE， 只 一 0,1,2，yn2n。 


3 


让 7 遍 取 自然 数 全 体 N, 即 得 一 非 负 简单 函数 列 {g, (x)}。 
([) 任意 取 定 x, EE 和 nEN, 研 究 /Czo) ,g(xzo) 和 grt(xo) 之 间 的 关系 。 
当 f(r) 之 nn 时 ,xo EEE.wr, 赦 

pr (Tn) = 1n, 

Pnil (Xo) 之 nn。 

故 有 
pT) 委 pl To)o 

当 f(x0o) 二 n 时 ,3koEN, 使 


ko 十 1 
2” 2 


— 70 EE 


(1) 


ko 


—> gp, (Xo ) 一 Dr 


一 or < f(z0) 之 p(x6) 十 高 


一 0 委 Fro) 一 和 (7o) < 支 。 (2) 


又 由 式 (1), 有 


2k, 


Nr flr) = 2ko 2 


2" tl 
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这 时 ,或 有 
pon C10) 一 二 (一 过 = p, x0)), 
或 有 
pu (10) = (> pu C10)), 
故 也 总 有 


pr (Xo) 委 put1 Xo), 

由 zoEE 之 任意 性 , 即 得 结论 1) 。 

(三) 证 {g,} 即 为 所 求 。 

为 证 2), 任 取 To EE, 

若 f(xo) = 十 0, 则 Vn, 均 有 gp, (Xo) 二 nn。 令 n 一 吕 , 即 得 :p(x0) > (xo)。 

车 f(zxo) < 十 oo, 则 当 n 充 分 大 后 ,f(xo) < 总 成 立 , 故 式 (2) 也 总 成 立 。 令 m 
一 co, 也 得 mw(zo) 一 f(xo)。 

故 2) 成 立 。 结论 (i) 证 毕 

证 (ii) : 设 3M>0, 使 

| Foz)| 委 M，VzrEE。 

则 当 ? 二 MM 时 ,有 


即 
E = E,,. 
17 一 pw(z|<< 坟 ， VxEE (n 充分 大 后 ) 
故 知 ,在 E 上 9p, -一 了。 
定理 证 毕 
定理 4. 2.5 
(GD 设 为 集 E 上 的 可 测 函 数 , 则 必 存 在 玉 上 的 简单 函数 列 {q, } ,使 得 在 EE 上 


1)》 |g C7) |) | ,n= 1,2,.; 

2) f = limg。 

(ii) 车 /为 已 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 (iD 中 的 简单 函数 列 {o, ) 所 满足 的 条 件 2) 
成 一 致 收敛 。 
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证 明 
证 (iD : 因 广 可 测 , 故 广 , 广 均 非 负 可 测 ,由 定理 4.2.4, 在 E 上 有 : 
f+= limg", 


/= limg”, 
其 中 {gs } 和 {qs}) 均 为 EE 上 的 非 负 弟 增 简单 函数 列 ,又 由 
三 = 三 一 广 ， 
故 
f= lim (go 一 po )。 
令 
pr = gg, nm1,2,., 
则 每 一 wo 均 为 简单 函数 且 满 足 1) 和 2), 即 {o, } 为 所 求 。 
证 (ii :在 上 的 有 界 性 假设 下 ,由 定理 4.2.4 之 (ii), 知 在 巨 上 ,有 
9 ,i 一 和 
故 得 
% 一 > 广 一 广 = 了 
定理 证 毕 。 


、 非 负 函 数 可 测 性 的 几何 意义 及 下 方 图 形 的 基本 性 质 


本 段 中 ,我 们 将 建立 非 负 函数 的 下 方 图 形 的 概念 ,并 以 此 阐明 非 负 函数 可 测 性 
的 几何 意义 。 下方 图 形 概念 在 本 书 关于 Lebesgue 积分 的 建立 过 程 中 将 起 重要 作 
用 . 本 段 的 后 一 部 分 ,将 在 前 一 部 分 所 建立 的 概念 和 结论 的 基础 上 , 推 得 关于 下 方 
图 形 的 种 种 基本 性 质 ,这 些 性 质 都 是 运用 下 方 图 形 概念 解决 积分 问题 的 基本 技能 。 
对 这 些 技能 的 熟练 掌握 ,将 为 学 习 第 五 章 内 容 打 下 很 好 的 基础 。 这 些 性 质 的 证 明 
都 不 困难 ,因此 , 除 个 别 性 质 外 , 均 由 读者 自 证 。 

1. 非 负 浮 数 的 下 方 图 形 及 非 负 汤 数 可 测 性 的 几何 意义 

定义 4.2.2 设 ECR",f/ 为 E 上 的 非 负 广 义 实 函 数 , 称 R™' 中 的 集合 

{(zyz):zEFEzER ,0 过 >z< f(r)} 

为 函数 f 在 EE 上 的 下 方 图 形 , 记 为 GC(E, 了), 简 记 为 G。 

定理 4.2.6 非 负 可 测 函 数 的 下 方 图 形 均 为 (R™"' 中 的 ) 可 测 集 。 

证 明 设 全 体 正 有 理 数 为 {ri ,r;,…)。VnEN, 今 
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E, = E[Lf > 7,j, 
B, = [0,r,), 
G, = E, xX B,. 


由 了 之 可 测 性 , 知 E, 可 测 ;当然 区 间 B, 也 可 测 , 故 由 定理 3.5.1 知 G, 可 测 。 从 而 
UG, 也 可 测 。 下面 证 明 


则 


则 


UG, = G(E,/). (3) 


证 ‘C”: V(xo,2) EUG, 
一 > 3mEN, 使 (zzo)EG， 
一 rz EE, ,zo EB, 
> EE,0RK%Y <r < f(r) 
> (x0 2) EGE, f), 
证 “ 司 ”: VY (xo,z0) EG(E,f) 
> rEE,0<z < f(r) 
一 >xzoEE,Ij7 使 0 委 z 和 之 rf) 
zr EE, ,zo EB, 
> (Tr0% EE, XB =G 


0 


(xo ;Zu)E UG,。 


故 式 (3) 成 立 , 由 LU G, 之 可 测 性 , 即 得 G(E, P 之 可 测 性 。 证 毕 。 
2. 非 负 函数 的 下 方 图 形 的 基本 性 质 
以 下 均 设 EE 为 R" 中 的 可 测 集 ,f 为 E 上 的 非 负 广义 实 函数 。 
性 质 1 设 

f(z) 三 c,YXEE, 其 中 0 所 ec 所 + 0。 


G(E,f) = Ex[0,c), 
mG(E,.f)= cmkE., 
性 质 2 设 nEN 或 n 一 十 0, 又 设 
1 一 UE,, 其 中 诸 E, 均 可 测 且 两 两 不 交 
2" /为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 。 
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G(E,f) =UGE,,f), 
1 一 】 


mG(E,f) = DmGE,, 1, 
性 质 3 设 / 为 E 上 的 非 负 简单 函数 , 即 
E 一 UE,, 其 中 诸 E, 可 测 且 两 两 不 交 ， 


f(r) ec, (cER'), VrEE, i=1,2,.,no 
则 
™ mG(E,7/f) 一 > cm E,。 
i=1 
性 质 4 若 f,g 均 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 
f(r) 过 gr), YrEE, 
则 


G(E, fCG(E,g), 
mG(E,f) < mG(E,g)., 
性 质 5 设 
1” E,CR',mE, = 0; 
2” /为 已, 上 的 任 一 非 负 广义 实 函 数 。 
则 GCCE, ,六 可 测 , 且 
mG(Eo,f) = 0。 (4) 
证 明 ” 因 零 测 集 上 的 任何 函数 均 可 测 , 故 上 在下, 上 非 负 可 测 , 从 而 知 G(E,， 
了 ) 可 测 。 
为 证 式 (4) ,我 们 取 
f(z) = 十 co， YrxEE, 


由 性 质 1 知 
mGCE, ,让 一 0。( 二 co) = 0。 
由 
f(D) fxr), VrEE, 
故 由 性 质 4, 有 
0<ZmGE,,f) mG(E,,/f) = 0, 

即 得 式 (4)。 

性 质 6 设 在 EE 上 ,f/ 和 g 均 为 非 负 可 测 范 数 , 且 在 已 上 ,有 


三 = 5， 


112 ， 


第 四 境 可 测 函数 


则 
mG(E,f) = mG(E,g), 
性 质 7 设 在 EE 上 有 
1 fn 二 1,2,…) 和 上 了 了 均 为 非 负 可 测 函 数 ; 
2 妃 委 Ja 二 12 
则 


mG(E,f) = limmG(E,/f,). (5) 
证 明 ”不 妨 设 ;在 EE 上 六 “~f。 由 此 易 证 


G(E,f) = UG(E,f,). 
由 性 质 4, 有 
G(E,f CGE, fin), n=1,2,., 
故 由 测度 之 下 连续 性 , 即 得 式 (5)。 
性 质 8 设 


1"E = UE,, 其 中 诸 已 可 测 且 
EICEC' CE,C".; 
2 /为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 


则 

D GEN =UGCE 站 

2) mGCE, 六 = limmG(E,,/). 

性 质 9 设 

1 EE 一作 EE,, 其 中 诸 E, 可 测 且 

Ei DE,D 机 DE,D "3 
2 /为 已 | 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 
mG(E ， 三) < 十 co， 

则 


D G(E,f) =N GE,,/); 
2) mG(E,f) = limmG(E,,/)。 


i > 
4 
BE 
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实 变 函 数 


$4.3 可 测 函 数 的 性 质 


本 节 中 均 设 玉 为 Re 中 的 可 测 集 。 

定理 4.3.1 设 了 为 已 上 的 可 测 函 数 , 则 以 下 三 集合 : 
E[f=a] (Va€R'),, 
ELf =+ 00j， 
E[Lf = 一 co]， 

均 为 可 测 集 。 
证 明 ”只 需 注意 以 下 集合 关系 式 即 可 ，; 
E[f=al= ELf>alfELf < a], 


ELf =+%] =N ELf>]) 


E[f = 一 <] = NELf < 
定理 4.3.2 设 函 数 /在 互 上 可 测 ,Eo 为 瑟 之 可 测 子 集 , 则 /在 二, 上 也 可 测 。 
证 明 ”只 需 注意 :YaER', 有 
ELf>a)= ENELf>a], 
定理 4.3.3 设 mEN 或 m == 十 2, 则 
函数 f 在 每 一 可 测 集 EE,(i 二 1,2,…,m) 上 均 可 测 
<>/ 在 UE 上 可 测 。 
证 明 
证 “一”; 此 结论 为 定理 4.3.2 之 特例 。 
证 “一 一 ”: 只 需 注意 :VaER: ,有 
{xz:x€EUE, f(z) > a) =UE[Lf>a], 
定理 4.3.4 ” 设 f 和 g 均 为 可 测 集 E 上 的 广义 实 函 数 , 且 在 玉 上 满足 
feeg, (1) 
车 ff 在 E 上 可 测 , 则 g 在 E 上 也 可 测 。 
证 明 ”由 式 (1) 知 , 3 E。CE,mE。 = 二 0, 且 在 E\E。 上 ,有 
太夫 5。 
因 f 在 E 上 可 测 , 故 在 E\E。 上 也 可 测 , 因 而 g 在 E\E, 上 也 可 测 。 由 $ 4.2 例 2 知 ， 
g 在 E。 上 可 测 , 故 在 二 (E\E。)UE,。 上 也 可 测 。 
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注 1 由 此 定理 .可 有 以 下 结论 和 做 法 ， 

(i) 改变 函数 在 一 零 测 集 上 的 值 , 不 改变 其 可 测 性 。 

(ii) 车 3 EsCE,mE, 二 0, 在 E\E。 上 ,f 为 可 测 函 数 。 这 时 ,即使 在 E, 上 
无 定义 ,我 们 也 说 f 在 E 上 可 测 。 就 是 说 , 当 我 们 研究 函数 的 可 测 性 时 ,允许 该 函 
数 在 一 零 测 集 上 无 定义 。 . 

定理 4.3.5 设 !1f,}) 为 集 E 上 的 可 测 函 数列 , 则 以 下 霄 数 

sup.f, (x), 

in{ f(r), 

im f, (7x), 

lim f, (7), 
均 为 上 的 可 测 函 数 。 

证 明 。 因 定理 1.1. 20 对 广义 实 函数 也 成 立 , 故 很 容易 推 得 函数 sup/,(x) 和 
inff,(x) 的 可 测 性 。 在 此 基础 上 ,由 上 .下 极限 之 定义 : 

lim f(x) 一 inf supf (7). 
lim/f,(x) = sup in{ff, Cz), 


即 得 这 两 函数 之 可 测 性 。 
由 极限 与 上 .下 极限 的 关系 ,可 直接 得 到 下 面 的 关于 可 测 函 数列 的 极限 的 可 测 
性 的 重要 定理 和 推论 。 
定理 4.3.6 设 !( 广 }) 为 王 上 的 可 测 函 数列 ,了 为 下 上 的 广义 实 函 数 , 若 
在 三 上 ,六 一 (2) 
则 为 E 上 的 可 测 函 数 。 
推论 1 在 上 述 定理 中 ,将 条 件 式 (2) 改 为 
在 E 上 ,f/, 了 <>/， 
结论 仍然 成 立 。 
定理 4. 3.7( 可 测 函 数 与 简单 函数 的 关系 ) 
了 为 王 上 的 可 测 函 数 < 在 E 上 三 可 表示 为 一 列 简单 函数 的 极限 。 
证 明 
证 “一 > "”: 在 定理 4.2.5 中 已 证 。 
证 “二 一”: 因 简单 函数 均 可 测 , 故 充分 性 是 定理 4. 3. 6 之 特例 。 
定理 4.3.8( 可 测 函 数 的 算术 运算 性 质 ) 
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设 和 gg 均 为 EF 上 的 可 测 函 数 , 则 以 下 函数 


of (ER'), 
三 士 g (在 E 上 处 处 有 意义 时 )， 
f*g， 
L (在 已 上 处 处 有 意义 时 )， 
均 为 巨 上 的 可 测 函 数 。 
证 明 因 了 可 测 , 故 由 定理 4.3.7, 存 在 E 上 的 简单 函数 列 {g,} 和 {y,}) ,使 得 在 
EL: 
f = limg,, 
& = limy,。 
这 样 


f+g 一 lim (Cp, 土 办 )， 


f°*g= lim(g,* y,)。 


因 pn 士 由 :mr * fn nn 一 1,2,.*) 均 为 简单 函数 , 故 再 由 定理 4, 3。 7 , 即 得 f+tg 


和 也 。g 的 可 测 性 。 由 此 结果 及 常数 函数 的 可 测 性 , 即 知 cf 可 测 。 
为 证 之 可 测 性 , VnEN, 在 下 上 定义 函数 


~ 网 VrE€EELYy, 一 0]， 
p(T) = 47 
0, Vr€EE\(ELy, = 0]).。 
则 亦 为 E 上 的 简单 函数 , 且 
lim f(x) =0, VzrEE, 
再 在 玉 上 定义 函数 
1 


— ~ 9 VrEEL ,二 0]， 
px) = pT) p(T) = | 六 4 


p71), VxzEENCGE[ = 0])， 
这 样 得 到 的 函数 列 (y,) 满 足 : 

(i) {yw} 仍 为 一 列 简单 函数 列 ， 

(ii) Br A0, VrEE, n= 1,2,.; 

(ii) g = lim 名。 
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了 


一 lim 2 
因 全 (n= 1,2,…) 均 为 简单 函数 , 仍 由 定理 4. 3. 7, 即 得 筷 之 可 测 性 。 
定理 证 毕 。 
推论 2 设 在 R* 中 ,f(x) 为 集 E 上 的 可 测 函 数 。 在 Re 中 ,g(y) 为 集 EE, 上 
的 可 测 函 数 。 则 在 R2… 中 ,f(r)g(y) 为 E 二 EE, X 已 上 的 可 测 函 数 。 
其 证 明 留 作 习 题 。 
定理 4.3. 9( 可 测 函 数 的 绝对 值 函 数 的 可 测 性 ) 
/在 E 上 可 测 一 > |f| 在 E 上 可 测 。 
证 明 /在 E 上 可 测 
一 一 ,/” 均 在 EE 上 可 测 
一 一 | 站 = f/f! 十 / 在 E 上 可 测 。 
注 2 ”此 定理 之 逆 不 成 立 ,其 反例 的 构造 留 作 习 题 。 


$ 4.4 ”可 测 霄 数列 的 收敛 性 


可 测 函 数列 有 多 种 收敛 性 . 除了 我 们 已 熟悉 的 几乎 处 处 收敛 .处 处 收敛 和 一 
致 收敛 外 ,本 节 中 还 将 建立 可 测 函 数列 的 另 一 种 重要 的 收敛 概念 : 依 测度 收敛 。 本 
节 将 深入 研究 这 些 收敛 概念 之 间 的 关系 ,得 出 Egoroff 定理 和 Riesz 定理 等 重要 结 
论 。 本 节 中 ,i,j,k,N 和 nn 均 表示 自然 数 。 


一 、 几 平 处 处 收敛 与 一 致 收敛 的 关系 

1. 引言 

(i) 我 们 已 经 熟知 函数 列 的 几乎 处 处 收 伍 、. 处 处 收敛 和 一 致 收 你 有 以 下 逻辑 
关系 : 

几乎 处 处 收敛 < 一 = 处 处 收 全 一 一 一 致 收敛 ， 

并 且 也 知 其 相反 的 逻辑 关系 均 不 成 立 。 几 乎 处 处 收敛 与 一 致 收 和 敛 的 更 加 深刻 的 关 
系 被 俄国 数学 家 Egoroff 所 揭示 (1911 年 ) ,其 结论 称 为 Egoroff 定理 。 这 一 定理 指 
明 :在 一 定 条 件 下 ,几乎 处 处 收 钙 的 可 测 函 数列 ,可 “部 分 ”地 化 为 一 致 收 僵 。 这 一 
定理 成 为 处 理 极限 问题 的 有 力 工 具 。 

(ii) 在 区 间 [0,1] 上 , 令 


| 
Wi 
yy 
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实 变 函 数 
f(r) =r n= 1,2,, 
f(x) = 0, 
则 由 数学 分 析 知 识 知 
在 [0,1] 上 ,f/f 但 /, 一»y. 
并 且 ,Y6E(0,1)., 有 


在 [0,1 一 6 上 ,/, 一 了 。 

就 是 说 ,对 于 这 个 在 [0,1j 上 不 一 致 收 全 的 函数 列 {/,} 和 函数 /来 说 ,只 要 从 
定义 域 中 去 掉 一 个 其 测度 任意 小 的 某 子 集 后 ,在 剩 下 的 集合 上 ,{ 广 } 即 一 致 地 收敛 
于 /。 所 谓 Egoroff 定理 即 是 把 这 一 事实 ,在 一 定 条 件 下 ,推广 到 一 般 的 几乎 处 处 
收敛 的 可 测 函 数列 上 去 。 

(ii) 由 数学 分 析 知 识 知 ,一致 收敛 有 以 下 等 价 定义 ， 

设 ECR" ,fn 二 1,2,…) 和 J 为 E 上 的 处 处 有 限 的 防 数 , 则 : 

在 E 上 ,/, 一 >f 
< 一 > Yk,I] Ni, 使 Vn 守 N,,YxEE, 均 有 


| ACz) 一 xz) 一 到。 


2. 引 理 
下 面 的 引 理 首先 研究 这 样 一 个 问题 :假如 在 巨 上 ,{ 九 } 不 一 致 收敛 于 /, 是 否 
可 从 已 中 去 掉 一 个 子 集 e ,使 得 在 E\e 上 ,f, 一 < (当然 ,只 有 当 E\e 不 是 有 限 集 
或 空 集 ,这 一 工作 才 有 意义 )。 
引 理 1 设 ECR",f,(n 一 1,2,…) 和 了 均 为 E 上 的 处 处 有 限 的 函数 , in) 为 
自然 数列 的 任 一 子 列 , 令 


‘ = UE[I/, fl 之 二 有 一 1,2.…; 


《 = Ue. 
则 在 EV\e 上 ,ff/。 
证 明 
VxrEE\e 


rEe, k= 1,2, 


一 > Vk, 当 之 加 时 , 即 有 |/,(z) 一 f(z)| 过 地。 
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这 也 就 是 说 , Yk, 只 要 nn 宇和 xEE\e 同时 成 立 . 即 有 | 放 (Cz) 一 xz)| 一 


站 | 一 


因而 ， Vk, 取 Ni 一 mm., 即 满足 上 述 一 致 收敛 等 价 定 义 中 对 N. 的 要 求 ， Yn 之 
NssVxEENe: 均 有 | f(x) 一 了 f(x) | 二 二 故 在 E\e 上 ,/, -和 3/。 


注 1 深入 理解 掌握 该 引 理 ,是 掌握 好 Egoroff 定理 的 关键 。 

(i) 读者 只 要 认真 对 照 一 致 收 得 在 引言 之 (ii) 中 的 等 价 定义 和 本 引 理 中 集合 
的 构造 ,就 会 看 出 ,事实 上 .集合 e 只 不 过 是 :在 上 述 一 致 收敛 的 等 价 定义 中 , 当 我 
们 取 定 N; = (k= 二 1,2,…) 时 ,Yn 之 ;EE 中 所 有 使 | fx) 一 f(x)| 二 不 成 


立 的 点 的 全 体 , 即 所 有 破坏 一 致 收敛 性 的 点 的 全 体 。 将 破坏 一 致 收敛 的 点 统统 去 
掉 了 .那么 ,在 剩 下 的 集合 EF\e 上 , 目 然 会 一 致 收敛 。 

(ii) 该 引 理 告诉 我 们 ,对 于 一 个 不 一 致 收敛 的 函数 列 来 说 ,和 欲 要 造 一 集 eCE， 
使 得 在 E\e 上 一 致 收 化 ,是 可 以 办 到 的 ,并 且 给 出 了 e 的 具体 构造 方法 ,还 指明 ,由 
自然 数列 的 任 一 子 列 {n,1, 均 可 造 出 这 样 一 个 相应 的 集合 e。 

但 该 引 理 有 一 严重 的 不 足 : 它 没有 指明 E\e 中 还 有 “多 少 点 ”。 假如 造 出 的 上 \e 
成 一 有 限 集 甚至 成 一 空 集 , 那 么 该 引 理 即 没有 任何 意义 。 因 此 ,车 仅 有 该 引 理 ,而 
没有 下 面 的 Egoroff 定理 的 话 ,那么 该 引 理 也 就 没有 多 大 价值 了 。 

(iii) 该 引 理 给 我 们 指出 这 样 一 条 路 :可 以 通过 适当 选取 自然 数列 的 子 列 , 使 
得 造 出 的 EE\e 在 一 定 意 义 下 与 已 足够 地 接近 ,以 满足 人 们 的 需要 。 这 正 是 下 面 的 
Egoroff 定理 的 基本 思想 。 

3. Egoroff 定理 

定理 4. 4. 1(Egoroff 定理 ) ” 设 

1 mE < 十 <; 

2 fn 三 1,2,…) 和 上 了 了 均 为 下 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ; 

3 在 E 上 .f, “> f。 
则 V6 > 0, 均 存在 王 的 可 测 子 集 e ,满足 : 

(i) me < 9; 

(ii 在 Eve 上 ,六 -和 勾 /。 

证 明 ”不 妨 设 /,(n = 1,2,…) 和 / 均 为 E 上 处 处 有 限 的 函数 。 

因 在 EE 上 ,f/f, 二 三 故 

mELf,”/]=0。 
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So I 
给 xx 


ei 


由 定理 1. 1. 21 
EL[/, /I=UN UEC,— /I> 31. 
故 
m(U NUELI/,— /> 3) =0. 
因而 Vk, 均 有 


m( MN UELIf,— /fl> 7)) =0. 
由 mE < 十 c 及 测度 的 上 连续 性 ,Vk, 均 有 
limm( UE[I/,~ /Il> 这 2D) 一 0。 


所 以 VE.VY6> 0, 习 NN, ;使 


. 1 3 
m( UELIAh -fl < 1) 
且 可 使 Ni 二 Ni 过 一 之 Ni 过 … ,Ni -> co(k->o0), 即 {Ni) 为 自然 数列 的 一 个 子 
列 。 
令 
ek = U ELI/,— /fl> 志 ]. k= 1,2,..; 
e=Ue. 
k= 1 
则 由 式 (1), 有 
me 到 六 ， k=1,2,……:,， 
因而 


由 引 理 1 知 ,在 E\e 上 , 户 - 信 7。 

定理 证 毕 。 

注 2 Egoroff 定理 的 结论 也 可 表述 为 : 

Y 6 汪 > 0, 均 存在 EE 的 可 测 子 集 E; ,满足 : 

(1) m(E\E;,) < 6; 

(iD 在 Es 上,/, 一 f/f。 

注 3 引入 以 下 定义 : 设 f,(n 二 1,2,…) 和 均 为 可 测 集 上 几乎 处 处 有 限 
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的 可 测 函 数 , 若 V8 > 0, 存 在 巨 的 可 测 子 集 。 ,使 
(1) me << 0; 
(ii) 在 已 Ne 上 ,六 一 和 
则 称 在 巨 上 函数 列 {/,} 几 乎 一致 收 钱 于 f, 记 为 /等 /。 
按 此 定义 ,显然 有 : 
一 致 收 化 一 > 几乎 一 致 收敛 。 
在 这 一 定义 之 下 .Egoroff 定理 也 可 表述 为 :在 定理 4.4.1 的 条 件 1 和 2 之 
下 ,在 EL 上 : 
ff Oo 
注 4 ”Egoroff 定理 的 第 一 个 条 件 “mE 二 十 c-”" 不 能 去 掉 , 其 反例 的 构造 贸 
习题 。 


二 、 依 测度 收敛 


定义 4.4.1 设 六 (2=1,2:,…) 和 / 均 为 可 测 集 巨 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 

函数 。 若 Ve > 0, 均 有 
limmE[L|f,— fle]=0, 

则 称 在 EE 上 1{f,} 依 测度 收敛 于 f/. 记 为 /, 志 >f. 以 J/,* "表示 ”"{/,) 不 依 测 度 收 敛 
于 /”。 

下 面 的 注 5 ,一 方面 是 对 依 测度 收敛 概念 的 进一步 认识 ,同时 也 是 应 用 这 一 概 
念 的 重要 基本 技能 。 

注 5 当 凡 人: 三 1.2,…) 和 / 均 为 可 测 集 EE 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 
时 , 易 知 

() 在 E 上 .f= 二/ 

< >Ve>0,Y6G>0,3NEN, 使 Ya 记 N, 均 有 

mE[|j,— fl>e]<6 
< 一 Yi,jN,,; 使 Yn 之 N,. 有 


1 
2 


mE[L|/,— /|> =]< 
一 > 存在 自然 数列 的 子 列 ,1 .使 得 


7 五 [| 请 六 过 


(ii) 在 E 上 ./,=f 
< 二 > je >0, 30 > 0, 使 得 YNEN,3jn 宇 NN, 满 足 
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mE [| 一 了 | > 之 
< 一 > 了 io 及 自然 数列 的 一 子 列 (ni} ,使 得 


mE[|f, 一 了 | 之 半 ] 之 充 。 
下 面 的 定理 ,从 两 个 方面 对 依 测 度 收 化 概念 进行 了 前 述 。 其 证 明 均 留 作 习 题 。 


定理 4. 4.2 
(i)《 依 测度 收敛 极限 的 唯一 性 ) 设 在 EE 上 ， 
ff ,>8. 
则 在 E 上 fg。 
(ii) 在 E 上 ,f,>f 
<>VYye>0,VI>>0,3NEN, 使 得 Ya,m 之 NN, 均 有 
mE[|f,—f,l>el] < 6, 
例 1 在 E=[0,1] 上 , 令 
(XY) 二 Xio.41《7) (以 [0,1] 为 基本 集 ),n 一 1,2,… 
f(x) 三 0， 
则 在 L0,1] 上 ,有 
(i) f, > f; 
(ii) f,>f。 
证 (iD :显然 , 除 z 一 0 外 ,在 (0,1] 上，, 户 -7 
证 (ii) ;只 需 注意 : 
当 e 放 1 时 ,mE[|f 一 fl 宇 e] 0， nn 二 1,2,* 


当 0 之 e 过 1 时 ,mE[|f 一 了 | 宕 e] =m([0, 坟 ]) 一 : > 0(N > oo) 。 


例 2 在 E=[0, 十 o) 上 , 令 
(ZT) 一 Xi, (7T) (以 [0, 十 se) 为 基本 集 ),n 一 1,2,…; 
f(r) 二 0, 
则 在 [0, 十 co) 上 ,有 
(iD f, fs; 
(i) ff 
证 (iD :显然 。 
证 (ii) ;内需 注 意 : 当 e 二 1 时， 
mE[|f,—f| 之 1] 
= m([n, 十 0)) = 十 30 (一 co)。 
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例 3 丰产 1 上- 令 ( 以 Lo.1) 为 基本 焦 ) 


1 (Ce) XC) 
f(r) XX (0) 广 (二 XGOz)， 
f(r) 一 .i (7), i = 1.2,..",k。 


gf p/p 
¢; 二 A 。 ¢: 一 ff 。 or 一 1 ， 
芷 中 
gp = 太 (其 中 放 二 ti = 11.2 kk = 12, 
显然 :一 寺 >h->.，, 今 


pz) 三 0, YrEL0,1), 
则 在 EE= [0.1) 上 .有 

(0 ,9 处 处 均 不 收敛 ; 

(11) ¢, > po 

ED Ve ELO.D. VE 2,3ij( i hk)， 
使 

At 一 1 一 0， 

即 必 存在 无 穷 多 个 o 使 g(x) 三 1. 也 必 存 在 另外 无 穷 多 个 mw ,使 p, (x,) 二 0, 故 
12 (CD 不 收敛 。 

证 (让); 只 需 注意 ; 当 e 1 时 ， 

mEL[|g, 一 og| 之 e] 一 0，1 一 1]1.2.……。 
对 0<<se 委 1 时 . 


mE[|¢,—¢| 之 | =mELf” 守 el = 到 一 0 (nn— ~ )。 


三 、 依 测度 收敛 与 其 他 收敛 概念 的 关系 


定理 4.4.3 没 /,(x==1.2.…) 和 / 均 为 可 测 集 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 
消 数 。 车 Y6 0. 均 存在 可 测 子 集 。. 使 得 
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1) me << 0; 

2) 在 ENe 上 ,让 ， 
则 在 E 上 ,f, 过 ff。 

按 几 乎 一 致 收敛 的 定义 ,本 定理 也 可 述 为 : 

几乎 一 致 收敛 一 = 依 测度 收敛 。 

证 明 Ve 守 0,8 沁 0。 由 已 知 ,jeCE, 使 得 me 二 6, 在 E\e 上 ,ff。 对 

ce 之 0,IjJNEN, 使 Yn 之 N,VYVxrEE\e, 有 
| FPCz) — fx) | es 
即 当 nn 实 NN 时， 
E[|f,—fl>elCe。 
所 以 , 当 n 之 NN 时， 
mE[|f,—fl>e]<me < 6, 

故 得 :在 E 上 ,/, 二 ff。 

因 一 致 收 钱 可 推 得 几乎 一 致 收敛 , 故 有 以 下 推论 : 

推论 1 一 致 收敛 一 ~ 依 测度 收敛。 

望 读者 用 一 致 收敛 和 依 测 度 收敛 之 定义 ,直接 证 明 该 推论 ,以 加 深 对 这 两 概念 
的 认识 。 

定理 4. 4. 4(Lebesgue 定理 ) 设 

1 mE <+ oo; 

2° fn 二 1,2,…) 和 下 均 为 EE 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 晃 数 ; 

3 在 E 上 ,f, “> f。 
则 在 E 上 .f/f, 二 ff。 

证 明 ”这 是 Egoroff 定理 和 定理 4.4. 3 的 直接 结果 ， 

注 6 Lebesgue 定理 可 简 述 为 : 

当 mE < 十 co 时 ,几乎 处 处 收敛 一 => 依 测度 收敛 。 

该 定理 之 逆 定 理 不 成 立 , 例 3 即 为 其 反例 。 

该 定理 中 的 条 件 “mE < 十 oo” 不 能 去 掉 , 例 2 即 为 其 反例 。 因而 , 当 mE 一 十 ce 
时 ,几乎 处 处 收 伍 和 依 测度 收敛 互 不 包含 。 

为 证 明 下 面 的 Riesz 定理 ,我 们 先 引 入 两 引 理 。 

引 理 2 设 f(n 二 1,2,…) 和 / 均 为 可 测 集 EE 上 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 令 


T= limE[|/,—/| 之 二 ] (2) 
若 mT 一 0, 则 在 EL 上 ,f/f, 一。 
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上 


4 
证 明 ”由 式 (2) 知 
ELf, > /fCT, (定理 1. 1. 23) 
故 由 mT = 0, 即 知 mE[f,*> 有 = 0, 故 在 E 上 ,f, > 了。 
引 理 3 ” 设 {E,} 为 可 测 集 列 ,车 


mE, < 去 ， n = 1,2，…， 


则 
ml limE,) = 0。 
证 明 ”这 是 8 3.3 推论 3 的 直接 推论 。 
定理 4.4.5(Riesz 定理 )” 若 在 EE 上 ,f/f, 字 了, 则 (f,} 必 存在 子 列 (f,}, 使 在 EE 
上 ,f, “> f。 
证 明 ”不 妨 设 f,(n 二 1,2,…) 和 上 了 均 为 互 上 的 处 处 有 限 的 可 测 函 数 。 
因 f, 二 f, 由 本 节 注 5, 存在 自然 数列 的 子 列 {n;} ,使 


mE[|f, 一 f| 之 二 ] < 六， i= 1,2," 
=—>m(limE[|/, —/| 之 了 了) =0 ( 引 理 3) 
一 > 在 E 上 ,f/f。 ( 引 理 2) 


证 毕 。 


$4.5 可 测 函 数 的 结构 


在 $4.2 中 ,我 们 已 知 ( 例 4): 若 /是 可 测 集 E 上 的 处 处 有 限 的 函数 , 则 在 E 上 ， 
有 


了 连续 二 之 /可 测 。 

在 本 节 中 , 我 们 将 进一步 揭示 可 测 函 数 与 连续 函数 之 间 的 密切 联系 , 得 到 
Lusin 定理 等 重要 结论 。 我 们 将 会 看 到 ,对 于 一 个 可 测 函 数 只 要 从 定义 域 中 去 掉 某 
个 其 测度 可 任意 小 的 集合 后 ,该 函数 在 剩 下 的 集合 上 就 会 成 为 一 个 连续 沙 数 。 我 
们 也 将 看 到 ,一 个 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 可 表示 为 一 列 连续 函数 的 极限 。 这些 
结果 使 我 们 对 可 测 函 数 的 结构 有 了 更 为 深刻 的 认识 。 这些 结 果 , 在 理论 上 和 应 用 
上 ,都 有 重要 意义 。 


1 125 


一 、Lusin 定理 


定理 4.5. 1(Lusin 定理 TI) 设 E 为 R" 中 的 可 测 集 ,f 为 E 上 的 几乎 处 处 有 
限 的 可 测 函 数 , 则 Ve > 0, 均 存在 闭 集 FCE, 满 足 : 
(iD m(E\F) < e; 
Gil /在 F 上 连续 。 
证 明 
CI) 设 为 简单 函数 , 即 
Frz) = 0 VrEE,,i= 1,2,.,n, 
其 中 Ei,E,,**,E, 均 可 测 ,两 两 不 交 , 且 
EUE,. 
Ve 0, 由 定理 3. 4. 3, 存 在 闭 集 F;,i = 1,2,…,n, 使 得 
FCE, 有 8 m(E\F,) < 5 i = 1,2,." no 
令 
F=—UF,, 
则 已 为 闭 集 , 且 
E\F 一 UCENF,)。 ($3.4 引 理 1) 
故 


m(E\F) < Om(EN\F) < e, 
i=! 


由 $ 4. 1 连续 函数 的 性 质 5 知 ,f 在 F 上 连续 , 故 下 即 为 所 求 。 
( 卫 ) 设 ff 为 E 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 由 定理 4.2.5. 存 在 简单 阴 数 列 {q,} ,使 
得 在 已 上 ,有 
一 致 
pn 一 一 > 三。 


由 (I 工 ), YnEN, 均 存在 闭 集 FCE, 使 得 


m(E\F,) < pri , 且 w 在 F, 上 连续 。 


令 


F=N FE,, 


nm 一 1] 


则 下 CC 下 ,FE 为 团 集 。 又 
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E\F = E\ NF, 一 U (E\F,), 
故 


m(E\F) < Dm(E\F,) < >) sr <e. 
n=1 n=1 


根据 8 4. 1 连续 函数 的 性 质 2, 由 FCF,, 可 知 mw 在 F 上 连续 ,n = 1,2,…。 

由 FCE, 故 在 F 上 ,也 有 gp, 一 各 f。 从 而 ,由 $4.1 连续 函数 的 性 质 4, 知 了 在 
F 上 连续 , 即 下 为 所 求 。 . 

( 亚 ) 设 f 为 E 上 的 一 般 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 不 妨 设 f 处 处 有 限 。 令 


f(z) 
g(X) TI 十 T7Czjh VrEE, 
则 g 为 已 上 的 有 界 可 测 函 数 , 且 
lgC(r)|<1, Vr€EE, 
m(E\F) 之 e, 且 gg 在 上 连续 。 
此 时 易 知 
f(x) = TT VxEE, 
故 在 F 上 连续 , 即 下 为 所 求 。 
定理 证 毕 。 


二 、Lusin 定理 的 另 一 种 形式 


下 面 我 们 将 建立 另 一 形式 的 Lusin 定理 。 为 明确 起 见 , 我 们 将 下 面 将 建立 的 
Lusin 定理 (定理 4.5. 2) 称 为 Lusin 定理 【 。 
引 理 1 设 下 为 R" 中 的 闭 集 ,f 为 F 上 的 连续 函数 .VaER' ,集合 
FL[f 之 a] 和 FLf 志 a] 
证 明 留 作 习题 。 
引 理 2 设 ECR",f/(x) 为 关上 的 连续 函数 ,A(y) 为 及 : 上 的 连续 函数 , 则 复 
合 函数 A(A(z)) 为 下 上 的 连续 函数 。 
其 证 明 方法 与 数学 分 析 中 相应 结论 之 证 明 方 法 相同 , 故 由 读者 自 证 。 
引 理 3 设 4,B 为 Re 中 互 不 相交 的 闭 集 , 一 ce < 二 6< 十 cc, 则 存在 R 上 
的 连续 函数 g ,使 得 
g(xX)=a, V7ZEA， 
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， 争 || 


实 变 函 数 


SCz) 一 0， VrE€EB, 
a 人 g(r) bb, VrER', 
证 明 ”不 妨 设 A,B 均 非 空 。 在 Re 上 , 令 


8(7) = rz,A) Hor,B) ° 


用 关于 点 集 间 距离 的 性 质 的 定理 2. 5. 2 和 点 集 间距 离 的 连续 性 (定理 2. 5. 4)， 


不 难 验证 函数 g 即 为 所 求 。 


下 面 我 们 引入 关于 闭 集 上 的 连续 函数 在 整个 空间 上 保持 连续 性 的 延 拓 的 一 个 


引 理 及 其 推论 。 


引 理 4 设 F 为 R" 中 的 非 空 逆 集 ,f 为 下 上 的 连续 函数 , 且 3M > 0, 使 得 
(1) 


[f(z lM, VreEeF, 
则 存在 R* 上 连续 函数 g ,使 得 
g(7X) = f(x), VzrEF, 
lg(r) | M, VrER', 
证 明 


( 工 ) 令 


则 
F\(AUB) = F[-¥<f< ], 


(2) 
(3) 


由 f 在 FF 上 的 连续 性 及 引 理 1, 知 A 和 B 均 为 F 的 闭 子 集 , 且 两 两 不 交 , 由 引 


理 3, 存 在 R" 上 的 连续 函数 g1(x) ,使 得 


因而 易 知 


， VzER"， 


[gaz)|< 


[f(D — g(r) | 3M, VrEF, 
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(IT ) 中 的 F, 我 们 又 可 得 Re 上 的 连续 函数 gs ,满足 
[gaz) | 和 部 。 SM, V rER", 
2 
3 
( 亚 ) 由 数学 归纳 法 不 难 证 明 , 此 过 程 可 一 直 进 行 下 去 ,从 而 得 Re 上 的 一 列 连 
续 函 数 (g,) ,满足 


(fn) g(r) gn) SM- (SM, VrEF, 


lg (TSF 3)" IM, VrER", (5) 
[f(D — Dae(s|< 3M, YrerF, (6) 
i=1 
由 式 (5) 知 级 数 
Dg (7) 
n=1 


在 Re 上 一 致 收敛, 记 其 和 函数 为 g(z), 则 g(x) 为 Re 上 的 连续 函数 ($ 4. 1 连续 函 
数 性 质 4) 。 
由 式 (6) 知 ,在 上 ,级 数 2 g(x) 一 致 收 化 于 f(x), 故 得 式 (2)。 
又 ,YXER", 有 
lew |< Dsln NSD EM,. 
即 式 (3) 成 立 。 引 理 证 毕 。 | 
推论 1 设 F 为 R" 中 的 非 空 闭 集 ,f 为 上 的 连续 明 数 , 则 存在 Re 上 的 连续 
函数 g ,使 得 
g(X) = f(x), VzEF, 
证 朋 
( 工 ) 令 
p(x) 一 arctanf (x), 
则 gg 为 F 上 的 连续 函数 ( 引 理 2), 且 
|p(z)|<< 亏 ， VrEF, 
由 引 理 4, 存在 R" 上 的 连续 函数 y, 使 得 
Jr) = 9px), VrEF, 


1%z)| 委 本 ， VzER"。 


1 129 


C 一 {rER": |y(z)|= 5}, 
则 由 引 理 1 知 ,C 为 闭 集 。 因 在 FF 上 ,|%z)|< 了 7, 故 CNF = 儿 。 再 由 引 理 3, 存 


在 R" 上 的 连续 函数 &, 使 得 
VrEeEC, 
VrEF, 


VrER", 


ce(z) 一 0， 
&E( 工 ) 一 1， 
0 二 &z) Ll, 


则 &y 仍 为 Re 上 的 连续 函数 , 且 
(EVD)Cz) = p(x), VrEF, 


| (tp) (2) | < 一 六 VrER", 
VIER’", 


(于 ) 令 
g(x) = tan( (£9) (7)), 


则 g 为 R" 上 的 连续 函数 ( 引 理 2), 且 当 xEF 时 ,有 
g(CZ) = tan( (Eg)(7)) = tangl(7) 


= tan(arctanf (x)) = f(x), 


证 毕 。 
定理 4.5.2(Lusin 定理 人) 设 E 为 R" 中 的 可 测 集 ,f 为 上 的 几乎 处 处 有 
限 的 可 测 函 数 。 则 Ve > 0, 均 存在 闭 集 FCE, 及 R" 上 的 连续 函数 g ,满足 : 


(i) m(E\F) < e; 


(ii) g(x) = f(r), VrEF, 
(iii) 车 再 有 条 件 ;3M > 0, 使 得 
[f(z)|<M, VrEE, (7) 
则 
lg | M, VrER', (8) 


证 明 ”由 定理 4.5.1, Ve > 0 存在 闭 集 FCE, 使 得 
m(E\F) < 二 e, 且 在 下 上 连续 。 


由 推论 1, 存 在 RY 上 的 连续 函数 g ,满足 


gl(7X) = f(z), VrEF, 


结论 (i) (ii) 得 证 。 
车 此 时 式 (7) 成 立 , 则 由 引 理 4 知 ,g 可 满足 式 (8) 。 
证 毕 。 
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三 、 将 可 测 函 数 表 示 为 连续 函数 列 的 极限 


定理 4.5.3 设 F 为 R" 中 的 可 测 集 ,为 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 函数 , 则 /为 
已 上 的 可 测 函 数 拓 -> 存在 Re 上 的 连续 函数 列 {g,} ,使 得 
f = limg,. ae 于 五。 (9) 
证 明 
证 “一 盖 ”: 由 Lusin 定理 0 ,VYzEN, 3PF,CE 及 R" 上 的 连续 函数 g, ,使 得 
m(E\F.,) 一 一 ， 


g(r) = f(r), VrEF.,, 
则 Ye 汪 0, 有 

E[|g,— /| 之 elC (E\F.,), 
故 


mE[|g— /|>e]<mE\F) < 0 (n> cc)， 
7 


即 在 上 ,有 
gr/ (n> 00), 
由 Riesz 定理 , 即 知 存 在 ig,} 的 子 列 {g， } 使 得 
一 Himen ，a.e. 于 FE。 

故 {g, } 即 为 所 求 。 

证 "一 一 ”: 因 g 为 R* 上 的 连续 函数 列 , 故 也 是 玉 上 的 连续 函数 列 ,因而 也 是 
E 上 的 可 测 函 数列 ,由 式 (9) 及 $4.3 推论 1, 即 得 /在 EE 上 的 可 测 性 。 

定理 证 毕 。 


Te 


. 证明: 简单 函数 的 和 ,、 差 . 积 和 商 ( 分 母 不 为 零 ) 仍 为 简单 函数 。 

. 设 r, 为 点 集 巨 之 孤立 点 证明 :已 上 的 任何 实 函 数 在 ze 处 均 ( 关 于 EE) 连 续 。 
.证 明 % 4. 1 关于 连续 函数 的 性 质 5。 

.证 明 :有 界 闭 集 上 的 连续 函数 均 为 有 界 函 数 。 

.证 明 ;R!' 中 的 可 测 集 巨 上 的 单调 函数 均 为 巨 上 的 可 测 函 数 。 

证 明定 理 4. 2.2。 


一 
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DS 


” 实 变 函 数 


7. 设 mm 开 一 十 co ,yj 为 巨 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 。 证 明 :Ve>0, 存 在 闭 
集 FCE, 使 m(E\F) 一 s, 且 在 已 上 三 是 有 界 函 数 。 
8. 设 {f,}) 为 可 测 集 巨 上 的 可 测 函 数列 ,证 明 : 若 Ve >0, 均 有 


SmELIf,|>e] < 十 co。 
则 必 有 
limf,(x) =0, a.e. 于 E, 
并 以 反例 说 明 ,该 命题 之 逆 命 题 不 成 立 。 
9. 设 mE < 十 吕 ,f 为 E 上 的 可 测 函 数 。 令 
A, = E[f=y], VyE€ER'., 
证 明 : 集 合 
{y:mA, > 0} 
为 至 多 可 数 集 。 
10. 设 f(x 一 1,2,…) 和 了 均 为 可 测 集 记 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 随 数 。 证 
明 . 集 合 ELf, 一 和 ELf, -> 了 |j 均 为 可 测 集 。 
11. 设 f,g 均 为 集 已 上 的 可 测 函 数 。 证 明 :集合 EL 太 > gj 为 可 测 集 。 
12. 构造 反例 说 明 : | f| 可 测 一 了 可 测 。 
13. 设 在 R 中 , f(x) 是 集 已 上 的 可 测 函 数 ; 在 Re 中 ,g(y) 为 集 Es 上 的 可 测 
消 数 。 证 明 : 在 Rr 中 ,f(x)g(y) 为 FE 二 El XE 上 的 可 测 消 数 。 
14. 设 f(z) = CS 名) 为 R?Y 上 的 可 微 消 数 。 证 明 ; 所 有 偏 导 霄 数 
Ef i = 1 2， 
均 为 R* 上 的 可 测 函 数 。 
15. 构造 反例 说 明 :Egoroff 定理 中 的 条 件 “mE < 十 co” 不 能 去 掉 。 
16. 设 rE < 十 o,fi(n 王 1,2,…) 均 为 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 闹 数 , 且 
lim f(x) 二 0，w.e. 于 上 上 。 
证 明 :存在 五 的 子 集 列 (五 ,) ,使 得 
ECEn, k=1,2,., 
limm Es, 一 mkE, 
在 E, 上 ,f, -0 (n> o0) ,k= 1,2,.。 
17. 设 mE < 十 co,f(n 二 1,2,…) 均 为 EE 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 且 
lim f(x) 一 0， ae. 于 三 。 
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证 明 : 存 在 {了 ,} 的 子 列 (f,}), 使 得 级 数 


Sf, x) 
在 上 几乎 处 处 绝对 收敛 。 
18. 设 廊 (2 一 1,2,…) 和 了 了 均 为 集 忆 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , VS> 0， 
均 存 在 三 的 可 测 子 集 已 s。 ,使 得 
m(E\Es) <6, 且 在 Es 上 ,f, 7。 
证 明 : 在 E 上 ,f/f, “f/f。 
(此 命题 即 Egoroff 定理 的 逆 定 理 ,不 过 不 需要 条 件 mE < 十 co ) 
19. 设 在 可 测 集 下 上 ,有 
fff, gg。 
证 明 : 
(i) af ,>af (a€ER'); 
(ii) f+ gf+g; 
(iii) 当 mE < 十 时 ,有 Ag, 一 ji 
(iv) |f, l=>|f|。 
并 以 反例 说 明 ; 当 mE = 十 co 时 ,结论 (iii) 不 成 立 。 
20. 证 明 ( 依 测度 收敛 极限 的 唯一 性 ) ; 设 在 EE 上 ,有 
f/f.>f HH fg, 


则 在 E 上 ,fg。 
21. 设 fn 二 1,2,…) 和 f 均 为 可 测 集 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ,证 
明 : 在 E 上 有 
f,>f <>Ve>0,VYSI>0,3NEN, 使 得 Ya 这 NN, 均 有 
mE[|f,— fle] < 6 
22. 设 
1 在 可 测 集 E 上 ,/f, 志 了; 
2° |f,lxr) EK, a.e.F 于 E, K>0, n= 1,2, 
证 明 : | f(x)| 过 K。. a.e. 于 EE。 
23. 设 在 可 测 集 E 上 ,f, 坟 f/f。 证明; 必 存 在 {f,} 的 子 列 (f, ) ,满足 :V6 二 0, 均 
存在 五 的 可 测 子 集 e ,使 得 
me < 0, 且 在 Eve 上, 放 一/ 
24. 设 在 集 E 上,f, 二 >f, 且 
fifins n= 1,2,。 
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i 
< 和 实 变 函 数 


证 明 : 在 王 上 ,六 了。 
25. 设 下 上 为 Re 中 的 闭 集 , 太 为 上 上 的 连续 函数 ,证 明 : VaER: ,集合 FLf 守 a] 
26. 证 明 Lusin 定理 的 道 定理 : 设 可 测 集 ECR",f 为 E 上 的 广义 实 函 数 ,满足 : 
Ve>>0, 均 存在 闭 集 FC 匹 ,使 
m(E\F) <s, 且 了 在 上 连续 。 
则 了 为 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 。 
27. 将 Lusin 定理 中 的 e 换 为 0, 结 论 仍 对 否 ? 为 什么 ? 
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Lebesgue 积 分 


通过 前 面 四 章 ,在 集合 论 ,点 集 论 .测度 论 和 可 测 函 数论 四 方面 的 准备 工作 的 
基础 上 ,本 章 中 ,我 们 来 完成 本 书 的 中 心 任务 :建立 新 的 积分 理论 , 即 Lebesgue 积 
分 理论 。 

本 章 中 ,$5.1 和 5.2 依次 对 非 负 简单 函数 、 非 负 可 测 函 数 和 一 般 可 测 函 数 
建立 积分 概念 及 其 初等 性 质 与 极限 定理 。§ 5. 3 讨论 Lebesgue 积分 与 Riemann 
积分 的 关系 。§ 5.4 研究 在 Lebesgue 积分 中 ,将 重 积分 化 为 累 次 积分 以 及 累 次 积 
分 交换 积分 次 序 的 问题 , 即 建立 Lebesgue 积分 理论 中 的 重要 结论 一 一 Fubini 定 
理 。 关 于 Lebesgue 意义 下 的 不 定 积分 问题 ,我们 将 在 下 一 章 中 讨论 。 

本 书 的 附录 二 “Lebesgue 积分 的 另 一 种 建立 方式 ”, 作 为 本 章 内 容 的 一 个 补 
充 , 可 使 读者 进一步 加 深 对 Lebesgue 积分 的 认识 。 


§ 5.1 非 负 可 测 函 数 的 积分 


本 节 中 , 均 设 五 为 R 中 的 可 测 集 , 正 的 子 集 的 特征 函数 均 以 五 为 基本 集 。 所 涉 
及 的 函数 f,g 等 均 为 下 上 的 非 负 函 数 。 如 无 特别 声明 , 均 有 nEN。 


一 、 非 负 简 单 函 数 的 积 
定义 5.1.1 设 f 为 可 测 集 E 上 的 非 负 简单 函数 
f(z) = cx (x)。 (1) 


其 中 E;(i = 1,2,.,n) 均 为 E 的 两 两 不 交 的 可 测 子 集 , 且 
E=UE. 
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ET 


ng 


cili = 11,2, ,7n) 均 为 非 负 实 常 数 , 则 称 


DemE, (2) 
1 


为 了 在 已 上 的 Lebesgue 积 分 或 积分 , 记 为 | fdz。 若 在 EF 上 的 积分 值 有 限 , 则 称 
ff 在 E 上 Lebesgue 可 积 或 可 积 。 


注 1 
(i) 易 证 :该 积分 定义 是 确定 的 , 即 对 于 非 负 简单 函数 f 形 如 式 (1) 的 不 同形 式 


的 表达 式 , 定 义 5.1.1 中 的 积分 值 均 相等 。 


Ci) 任何 非 负 简单 函数 f 的 积分 均 存 在 , 且 积 分 值 满足 
o< | /dz <+ oo, 
例 1 设 A 为 E 的 可 测 子 集 , 则 按 积分 定义 显然 有 
例如 ,对 于 EE = [0,1] 上 的 Dirichlet 函数 D(z), 即 有 
| .Dinar =0, 
定理 $.1.1( 积 分 的 几何 意义 ) ” 设 f 为 E 上 的 非 负 简单 函数 , 则 
| far = mG(E,/). (3) 


证 明 ”由 非 负 简单 函数 均 非 负 可 测 及 定理 4.2.6, 知 GE, 户 可 测 。 
设 f 如 式 (1) 所 定义 ,由 $4.2 中 下 方 图 形 的 性 质 3, 有 


mG(E,f) 一 DomE,, 
i=1 


则 式 (3) 成 立 。 定理 得 证 。 
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定理 5. 1. 2( 积 分 的 初等 性 质 ) 设 /和 g 均 为 E 上 的 非 负 简单 函数 。 
在 EL,f<e =>| fdr<| gdz; 


Ci | + g)dr = | fart | ear 
(iii) 设 cER',c 宇 0, 则 
| cyar 一 | rdzr。 
证 明 
证 (iD :已 知 条 件 
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mG(E,f) < mG(E,g) (下 方 图 形 性 质 4) 
一 -| fdz < 二 | gaz. (定理 5. 1. 1) 
证 (ii) : 设 


f(7) = Dexs (r)， gr) = Ddix, (x) 
其 中 诸 F, 也 是 下 的 两 两 不 交 的 可 测 子 集 , 且 EF 一 UF,。 则 


f(r)+g(r) = > Dc, + d Xe ne C7), 


i=1 =] 
如 k 
| cr+edz 一 Se tad mENE,) 


nn 天 
一 3 im (EF,)+ 之 2 dm(ENF,) 
=1 j= =| J=1 


= DcmE, + PamF, 
j= 


i=1 


车 


证 (iii) : 因 
cf (x) = Dax (zx), 
故 结论 (ii) 可 由 积分 定义 直接 推 得 。 上 
二 、 非 负 可 测 函 数 的 积分 
1. 概念 和 初等 性 质 
定义 5.1.2 设 f 为 EF 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 称 
sup{| pdzr:p 为 E 上 的 非 负 简单 函数 , 且 9 过 / 


为 f 在 E 上 的 Lebesgue 积分 或 积分 , 记 为 | /dz。 车 了 在 E 上 的 积分 有 限 , 则 称 / 
在 太 上 Lebesgue 可 积 或 可 积 。 

注 2 

(i) 对 于 非 负 简单 函数 ,有 定义 5.1.1 和 定义 5.1.2 两 种 积分 定义 。 由 定理 
5. 1. 2(i), 易 知 这 两 种 定义 是 一 致 的 。 
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; 实 变 函 数 


Qi) 任何 非 负 可 测 函 数 均 存 在 积分 , 且 其 积分 值 满足 
0< | rdz<+eo。 
定理 5. 1.3( 积 分 的 几何 意义 ) ” 设 f 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 
| .far — mG(E, 六 。 
证 明 
(I) 因 Jf 在 E 上 非 负 可 测 , 故 G(E, 了 /) 可 测 。 任 取 玉 上 的 非 负 简单 函数 gCx)， 
使 得 
p(Xr) f(r), VrEE, 
则 由 定理 5.1.1 及 下 方 图 形 性 质 4, 有 
| gdr = mG(E,y) < mGE,N). 
再 由 g 的 任意 性 及 定义 5. 1. 2, 知 
| fdr < mG(E,N). 
(I) 由 定理 4.2.4, 存 在 EE 上 的 非 负 简 单 函 数列 {9,) ,使 得 在 上 有 
pr 委 pnts 1 一 1,2，……， 
po 一 了 
此 时 , 必 有 
Op (rfr), VrEE,YVnEN, 
故 由 定义 5.1. 2 知 
| .gdr < | faz, VnEN, 
再 由 定理 5.1.1 及 下 方 图 形 性 质 7, 有 
| .fax > | dz = mG(E,p,) > mG(E,/f), 
即 
| ,far > mG(E,7f). 
综合 (I),([) 知 结论 成 立 。 
由 该 定理 及 其 证 明 , 可 得 以 下 有 用 的 结论 : 
定理 5.1.4 设 f 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 ,{q,) 为 E 上 的 一 列 非 负 简单 函数 ， 


在 玉 上 满足 : 
l pp n= 1,2,.; 
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2° 9 —* f。 
则 


定理 5. 1.5( 积 分 的 初等 性 质 ) ” 设 f 和 g 均 为 忆 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 以 下 结 
论 成 立 : 

Gi) | auz 一 mE, 

(ii) 设 zEN 或 区 = 十 co, 又 设 

E 一 UE,， 其 中 诸 已 均 可 测 且 两 两 不 交 ， 
则 
| rdrz = > fdr。 
Ciii)《 积 分 的 单调 性 ) | 
在 E 上 ,/<g—>| /dz<| edz. 


(iv) 在 E 上 ,f sg 一 | /dz = | ga. 
(Vv) 设 EE 为 玉 之 可 测 子 集 , 则 


| far < | fdz, 
已 
| (Feg)dz 一 | fdz+| gdz。 (4) 
E E E 
(vii) 设 cER!',c 宇 0, 则 
| efaz=o| dz。 (5) 
E E 


(vi 和 (vii) 合 在 一 起 称 为 积分 的 线性 性 质 。 
(viii) | ar 二 0 一 > 在 E 上 ,fs0。 


证 明 结论 人 ,Cipb ,Cii) 和 (iv) 分 别 为 非 负 可 测 函 数 积分 的 几何 意义 和 下 
方 图 形 的 性 质 1,2,4 和 6 的 直接 结果 。 结论 (v) 可 由 结论 (iD 和 积分 值 的 非 负 性 
直接 推出 ,结论 (vi 的 证 明 方法 与 结论 (vD 完 全 一 样 。 故 下 面 仅 证 结论 (vi) 和 
(viii) 。 

证 (vi) :由 定理 4.2.4 之 (i) ,存在 E 上 的 非 负 简 单 函数 列 {g,) 和 {y,) ,使 得 在 
上 ， 


pr 委 Von n= 1 2 有 且 和 一 六 
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由 Eh, 7 一 1,2,…, 且 内 一 8。 


故 
pr 二 hh prt pt, n= 1,2,"， 
or 十 由 一 了 十 g。 
因而 
| .Stade = lim| (p+w)dz (定理 5.1.4) 
= limC| gudz + | wdz) (定理 5. 1. 2) 
= lim| pudr + lim| wdz 
= | raz+| gdr. (定理 5. 1. 4) 
证 (vii : 
( 1 ) VaER! sa > 0, 令 
E, = E[f 之 a], 
则 由 已 知 必 有 
mE, = 0。 (6) 
事实 上 ,由 /之 可 测 性 , 知 E, 可 测 , 又 由 已 知 条 件 和 本 定理 之 结论 (vii) , (ii) 
和 和 (v), 即 有 
0amE,= 中 .ldz 一 | .oaz 过 | ,raz <| far 一 0。 
即 得 式 (6) 。 
([1) 因 
E[f>0]=UEL[f 之 二 ]， 
又 由 式 (6), 有 
mE[f 之 二 ] 一 0， 一 1,2， 
故 


mE[f>>0|]=0, 
即 在 EE 上,f 2 0。 证 毕 。 
由 上 述 性 质 ,不 难 证明 以 下 推论 : 
推论 1 车 f 和 gg 均 在 EF 上 非 负 可 积 , 则 /十 g 和 cf (cER',c 之 0) 均 在 E 上 
可 积 , 且 式 (4) 和 (5) 均 成 立 。 
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推论 2 ” 设 mE < 十 吕 o,f 为 E 上 的 非 负 有 界 可 测 函 数 , 则 f 必 为 E 上 的 可 积 
函数 。 

由 此 推论 可 知 , 当 mE 过 十 oo 时 ,任何 非 负 实 常数 函数 均 可 积 。 当 mE 一 十 co 
时 ,此 推论 不 再 成 立 。 

推论 3 设 mE 二 0, 可 测 函 数 f(x) 0,YxEE。 则 


| rdz > 0。 
2. 极限 定理 
定理 5. 1.6(Levi 定理 ) 设 在 可 测 集 下 上 有 : 


1° fn 二 1,2,…) 均 为 非 负 可 测 函 数 ; 
2 六 二 


3” 记 <“ f， 
则 /为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 

证 明 ”由 可 测 函 数列 的 极限 性 质 ( 定 理 4. 3.6 之 推论 ) 知 ,f 在 EE 上 非 负 可 测 ， 
故 | fdz 有 意义 。 

又 由 已 知 条 件 和 下 方 图 形 性 质 7, 有 


mG(E,f) = limmG(E,f,), 
由 积分 之 几何 意义 , 即 得 式 (7)。 证 毕 。 

定理 5. 1.7(Lebesgue 逐 项 积分 定理 ) 设 记 (=1,2,…) 均 为 巨 上 的 非 负 可 
测 函 数 , 则 


[B= > far (8) 
证 明 ”出 可 测 函 数列 的 极限 性 质 , 可 知 了/, 在 E 上 非 负 可 测 , 克 式 (8) 左 端 
的 积分 有 意义 。 
令 
Sm = rm 一 12 
则 在 已 上 有 | 


(i) S, (n 二 1,2,…) 均 为 非 负 可 测 函 数 ; 
(ii) S$, 妇 S 一 1 2 
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Gi) S, — Dp,. 
故 由 Levi 定理 , 即 得 
| .B30 = lim| sa 


= lim | fudz 


用 -oo 


= 站 .rdz. 
定理 5. 1. 8(Fatou 引 理 ) 设 fn 二 1,2,…) 均 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 


| lim fdx < lim| fudz, 
E E 


CE no 


证 明 令 
gN(CT) 一 inf{ f(x)}, N= 1,2,.…, 
则 易 知 在 E 上 有 (CN 二 1,2,…) 
(i) gn 均 为 非 负 可 测 函 数 ，; 
(ii) gn < SN-+l5 
(iii) lim 一 lim gn; 


(iv) BN 委 fn; 
(v) | .gndr < | frdz. (9) 
故 有 


| lim f,dx = lim| gndx (Levi 定理 ) 
E ie N -cod 已 


一 lim | gNdz 
ModE 


N — oo 


之 im | vdz ( 式 (9)) 
dE 


人 一 2 


一 lim | 六 dz。 
五 


No 


证 毕 。 
注 3 Fatou 引 理 的 结论 中 “二” 不 能 换 为 “= 二”。 反例 如 下 : 
取 瑟 一 (0,1) , 令 
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n, zcE(0, 工 ]， 
f(z) = ] VXrE(0,1), n= 1,2,.…,， 
0， zE(0, 二 ]， 
f(x)=0, VzxE€E(0,1), 
则 f(x 二 1,2,"…) 和 f 均 为 E 上 的 非 负 可 测 消 数 , 旦 在 EE 上， 
f= lim/f, = limf,. 


故 
另 一 方面 ,YnEN, 有 
人 az 一 mG(E,f,) 一 .小 一 1。( 下 方 图 形 的 性 质 3) 
故 
lim| fodz =1, 
因此 | 


| lim f,dx = lim | dz。 
E Ao nod E 


§ 5.2 一 般 可 测 因数 的 积分 
本 节 在 R" 中 的 一 般 可 测 集 上 研究 一 般 可 测 函 数 的 积分 的 概念 .性 质 和 极限 定 
理 。 本 节 中 , 均 设 五 为 R" 中 的 可 测 集 ,车 无 特别 声明 ,了 均 为 E 上 的 可 测 函 数 。 
一 、 积 分 概念 


我 们 已 知 , 若 /为 下 上 的 可 测 函 数 , 则 其 正 部 /+ 和 负 部 三 均 为 下 上 的 非 负 
可 测 函数 , 故 积分 | 了" dz 和 | 广 dz 均 存在 , 且 


o< [fr astm, o0<|f dr<+tm. 
E 


定义 5.2.1 设 E 为 Re 上 的 可 测 集 ,/ 为 E 上 的 可 测 函 数 ,车 | /* dz 和 | /dz 
至 少 其 一 有 限 , 则 称 在 E 上 的 Lebesgue 积分 存在 , 且 其 积分 值 定义 为 
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| raz=| 六 dz 一 | faz (1) 


(其 值 或 有 限 或 为 士 cc)。 若 了 在 巨 上 的 积分 值 有 限 , 则 称 f 在 EE 上 Lebesgue 可 积 
或 可 积 , 称 了 为 被 积 函 数 , 称 下 为 积分 域 。 


积分 | /dz 有 时 也 记 为 | f(z)dz。 


以 后 若 无 特 别 声明 ,所 谈 积分 均 为 Lebesgue 积分 。 
注 1 按 定义 ,在 上 有 : 
了 可 积 一 > 的 积分 存在 一 一 /可 测 。 
但 反之 均 不 成 立 。 读 者 可 自 取 反 例证 明之 。 
注 2 ”对 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 有 按 非 负 可 测 函 数 和 按 一 般 可 测 函 数 的 两 种 
可 积 性 与 积分 值 定义 (定义 5.1.2 和 定义 5.2.1), 由 f+ 和 了 的 性 质 8, 易 知 这 两 
种 可 积 性 定义 等 价 , 积 分 值 相等 。 | 


二 、 可 积 性 的 充 要 条 件 


定理 5. 2. 1 
f 在 EF 上 可 积 寺 和 >f',f” 均 在 E 上 ( 非 负 ) 可 积 。 

证 明 ”由 定义 ,显然 : 

f 在 E 上 可 积 

< 一 | 六 dz < 十 co 和 | f- dz < 十 ce 同时 成 立 。 

再 由 ( 非 负 ) 可 积 之 定义 ,结论 即 得 证 。 
定理 5.2.2 设 f 为 E 上 的 可 测 函 数 , 则 在 上 
可 积 寺 信 | 了 | 可 积 ， 


rar|< ldr (2) 
证 明 
证 “一 一 ”: 在 巨 上 有 
可 积 一 > f/f7 ,ff 均 ( 非 负 ) 可 积 
一 > |f|= f' 十 /7 可 积 。 (定理 5.1.5 之 推论 1) 


证 "一 一 :在 马上 |7| 可 积 一 | .|fldr <+~， 
而 在 E 上 ， 
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fi<|f|， 
故 由 非 负 可 测 函 数 积分 之 单调 性 ,有 


| 六 is<| ldar<+e， 


即 得 六 之 可 积 性 。 
同 理 可 得 广 之 可 积 性 。 从 而 知 f 可 积 。 


又 
和 = 
<| /drt| dz 
=- | .cr+ 广 )dz (定理 5.1.5(vi)) 
=- | yldzr。 
式 (2) 即 得 证 。 


推论 1 设 /为 可 测 集 E 上 的 广义 实 函 数 , 则 在 EE 上， 


f 可 积 三 芋 | 了 | 可 积 。 
实际 上 ,此 推论 即 是 说 ,定理 5. 2. 2 中 ,“f 可 测 ” 之 条 件 是 必需 的 。 
此 推论 之 证 明 留 作 习题 。 
由 定理 5. 2. 2, 可 得 下 面 的 重要 结论 。 
定理 5.2.3 设 mE < 二 oo,f 为 E 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 了 必 为 EE 上 的 可 积 
函数 。 


此 结论 也 可 简 述 为 : 
当 mE < 十 co 时 ,上 有 界 可 测 必 可 积 。 
证 明 在 巨 上 ， 
/有 界 可 测 一 一 | f| 非 负 有 界 可 测 
一 >> | 有 | 可 积 (定理 5.1.5 之 推论 2) 
一 可 积 。 


由 此 定理 可 知 , 当 mE < 十 ce 时 , 忆 上 的 任何 实 常数 函数 和 简单 函数 均 可 积 。 


三 、 积 分 的 几何 意义 


定理 5$.2.4 设 函 数 了 在 可 测 集 已 上 的 积分 存在 , 则 
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| rdz= mG(CE, 广 ) 一 mGCE, 广 )。 (3) 
证 明 这 是 积分 定义 (定义 5.2.1) 和 非 负 可 测 函 数 积分 的 几何 意义 (定理 
5.1. 3) 的 直接 结果 。 
四 、 积 分 的 初等 性 质 
1. 关于 积分 域 的 性 质 
定理 5.2.5 车 mE = 0, 则 EE 上 的 任何 广义 实 函 数 均 可 积 , 且 
| raz 一 0。 (4) 
证 明 “” 因 零 测 集 上 的 任何 范 数 均 可 测 , 故 f+ ,f- 均 非 负 可 测 , 且 由 积分 的 几 
何 意义 和 下 方 图 形 的 性 质 5, 即 有 
| dz 一 mmCG(CE, 广 ) 一 0。 
同 理 
| f dr=0,。 
E 
从 而 知 f 可 积 且 式 (4) 成 立 。 
定理 5.2.6 设 EE, 为 E 之 可 测 子 集 , 则 
(i) /在 E 上 的 积分 存在 一 一 在 E。 上 的 积分 存在 。 
(ii) f 在 E 上 可 积 一 > 在 E。 上 可 积 。 
证 明 ” 仪 证 结论 (i) ,结论 (ii) 由 读者 自 证 。 


f 在 E 上 的 积分 存在 
一 > 广 , 广 均 在 E 上 非 负 可 测 , 且 | /7" dz 和 | 广 dz 至 少 其 一 有 限 
一 = /+,/- 均 在 E, 上 非 负 可 测 。 (定理 4. 3.2) 


且 由 定理 5. 1.5(v)， 
| 三 dz 入 | 六 dz， | f° dz 入 | fr dz， 
故 | 。/ dz 和 | 。 广 dz 至 少 其 一 有 限 ,因此 ,在 E。 上 的 积分 存在 。 


定理 5. 2.7( 积 分 关于 积分 域 的 有 限 可 加 性 和 可 数 可 加 性 ) 
GD 设 

1 FE,E; 均 可 测 , 且 ENnE: = 2; 

2 在 El 和 Es 上 均 可 积 ， 
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则 了 在 EUE 上 可 积 , 且 
| jdz = |, jdz 二 |. jaz。 
(ii) 设 
1" EE 一 UE,, 其 中 诸 E, 均 可 测 且 两 两 不 交 ; 
2" /在 E 上 的 积分 存在 ， 
则 
| rdz 一 5D] fdr. (5) 


证 明 ” 仅 证 命题 (ii) ,命题 (i) 之 证 法 类 似 , 由 读者 自 证 。 
因 ff 在 E 上 积分 存在 , 故 f* ,/” 均 非 负 可 测 , 故 有 


| raz=| 广 dz 一 | . 广 dx 


= Df 2 . f- dz (定理 5.1. 5(ii) ) 
_ > f+ dz 一 | . 广 dz) (级 数 性 质 ) 
一 D7, raz. 


推论 2 设 ,FF; 均 可 测 , 广 在 下 |,E 上 均 可 积 , 则 /在 EiUE, 上 也 可 积 。 
用 下 方 图 形 的 性 质 8 和 9 以 及 积分 的 几何 意义 ,不 难 证 得 以 下 两 条 性 质 (其 证 
明 均 留 作 习题 ) 。 
定理 5. 2.8( 积 分 关于 积分 域 的 下 连续 性 ) 设 
1 EE =U E,, 其 中 庄 E, 均 可 测 , 且 
E, CC 下 CC CE,C*; 
2" /在 E 上 的 积分 存在 ， 
则 
[fer lim]|, fdr。 
定理 5. 2. 9( 积 分 关于 积分 域 的 上 连续 性 ) ” 设 
1 EE 一 人 EE,, 其 中 诸 EE 均 可 测 , 且 
FE! DOE DO … OEDO ~ 
2" /在 E, 上 可 积 ， 
则 了 在 E 上 可 积 , 且 
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| far = im| fdr。 
2. 关 于 两 函数 的 关系 的 性 质 


定理 5. 2. 10( 积 分 的 单调 性 ) ” 设 / 和 和 g 均 在 EE 上 可 积 , 且 
f(r) Agr), VrEE, (6) 


| .far | sar。 (7) 
证 明 由 式 (6) ,不 难 证 明 
fi gr,f (rg (x), VrEE, 
因而 由 非 负 可 测 函 数 之 积分 的 单调 性 , 即 有 
| .far <| edr， | dz > | g dz, 
最 后 由 积分 定义 (定义 5. 2.1), 即 得 式 (7) 。 
注 3 不 难 验 证 ,将 定理 中 的 条 件 “ 可 积 ” 换 为 “积分 存在 ”, 定 理 仍然 成 立 。 
定理 5.2.11 设 
在 E 上 ,fg， 


则 
(i) ff 在 EE 上 的 积分 存在 一 >g 在 E 上 的 积分 存在 ; 
(Gi) ff 在 E 上 可 积 一 ~g 在 EE 上 可 积 ， 

且 ( 不 管 是 积分 存在 还 是 可 积 ) 有 


| .fax 一 | sdz。 
证 了 有明 仅 证 (ii),(i) 由 读者 自 证 。 
由 已 知 , ] Eo CE, 使 得 mE, = 0, 上 且 在 EN\E 上,f 装 g。 这 样 ,由 E= (E\E)UE,， 
故 有 : 


/在 E 上 可 积 
一 > /在 E\E。 上 可 积 (定理 5. 2. 6) 
二 >g 在 E\E。 上 可 积 
一 >g 在 E 上 可 积 。 (定理 5.2.5 和 定理 5.2.7) 
再 由 定理 5. 2.7(i) 和 定理 5. 2.5, 有 


| dz 一 | /dz 十 | fdr 
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一 | gdz 十 |. gdz 
= | Edzr。 
注 4 ”由 此 定理 可 有 以 下 结论 和 做 法 : 
(i) 改变 一 函数 在 一 零 测 集 上 的 值 ,不 会 改变 其 积分 存在 性 、 可 积 性 和 积分 
值 。 


(ii) 车 ECE,mE。 = 0,f 在 E\E。 上 积分 存在 (或 可 积 )。 此 时 ,即使 f 在 E。 
上 无 定义 ,我 们 也 说 f 在 E 上 积分 存在 (或 可 积 ) ,并 且 规 定 


[fe 一 加 /dz。 
就 是 说 , 当 我 们 研究 函数 的 积分 问题 时 ( 像 研 究 函 数 的 可 测 性 问题 一 样 ) 人 允许 该 函 
数 在 一 零 测 集 上 无 定义 。 
定理 5.2.12 设 在 已 上 ， 
1 函数 了 可 测 ; 
2” 函数 g 非 负 可 积 , 且 | 站 委 8， 
则 了 在 EE 上 可 积 。 
证 明 在 E 上 ， 
了 可 测 一 > | /| 非 负 可 测 。 
MI<s 一 | lfldr< | gar, (定理 5. 1. 5(iii)) 
故 由 g 之 可 积 性 , 知 | 了 | 之 可 积 性 ,从 而 由 定理 5.2.2, 即 得 f 之 可 积 性 。 
定理 5.2.13 
ff 在 FE 上 可 积 一 > 一 f 在 E 上 也 可 积 , 且 
| Ndr =- 一 | dr。 
证 明 用 8$4.1 中 广 , 广 的 性 质 6, 即 可 证 此 定理 。 
3. 关于 可 积 函 数 函 数值 的 性 质 
定理 5.2.14 蔡 f 为 E 上 的 可 积 孙 数 , 则 在 E 上 必 几 乎 处 处 取 有 限 值 , 即 
mE[|f|=+ 0] = 0。 
即 ; 可 积 函 数 必 几 乎 处 处 有 限 ,( 注 意 , 可 积 函 数 不 一 定 是 有 界 函 数 。) 
证 明 令 
E, 一 下 [| /= 十 c]。 
注意 到 ,在 三 上 有 
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/可 积 一 一 | 了 | 可 积 (本 节 推 论 1) 


一 一 | 了 | 可 测 
一 > 可 测 。 (定理 4.3. 1) 
又 YnEN, 有 
| xrldaz> | |fladr (定理 5.1.5) 
> | ndx (积分 之 单调 性 ) 
= nmFEo., 
故 


oS<mE, <1| |fldr~0 (n> cc)， 
从 而 得 mE。 二 0, 证 毕 。 
4. 线性 性 质 
定理 5.2.15 设 f 和 &g 均 在 上 可 积 , 则 
(i) f 十 g 在 EE 上 也 可 积 ; 
(i) | or+adz= | fdrt| gdz, (8) 
证 明 
证 (D :注意 到 ,在 上 有 
,8 均 可 积 一 > 了,g 均 可 测 


一 = 了 十 g 可 测 。 
同时 ， 
,8 均 可 积 二 => | 了 | ,|g| 均 可 积 ” (定理 5.2.2 之 推论 1) 
一 > |f| 十 |g| 可 积 ， (定理 5.1.5 之 推论 1) 
又 


[f+tgl<|/fl+ lel. 

故 由 定理 5.2.12, 即 知 f 十 g 之 可 积 性 。 

证 (iD ;由 定理 5.2.14 知 ,f,g 和 了 十 g 均 在 上 几乎 处 外 有限 ,因而 ,对 于 证 
明 式 (8) 的 成 立 , 可 不 妨 设 它们 均 处 处 有 限 ,这 样 ,它们 的 正 部 和 负 部 也 均 处 处 有 
限 ,同时 ,由 已 知 ,它们 也 均 非 负 可 测 。 

由 函数 正 部 和 负 部 的 定义 ,在 互 上 有 

(十 g) 一 (二 8) =/ig= /f/f +eg. 

由 于 上 式 各 函数 的 有 限 性 , 故 可 移 项 ,得 
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(f+g)+f +g = (f+e) 十 十 时。 
将 上 式 两 端 积分 后 ,由 非 负 可 测 函 数 的 积分 的 线性 性 质 ,可 有 


| or+rerdz+| rtz+| ed 


= | cr+ gy dr+| .Adz 十 | 人 dz。 
因 上 式 各 项 均 为 有 限 数 , 故 可 移 项 ,得 
| cr+ g)t dz 一 | (f+ 8)- dz 


= (| f+dr—| az)+( dz 一 | edz). 
由 积分 定义 , 即 得 式 (8) 。 
定理 证 毕 。 
定理 5.2.16 设 f 在 E 上 可 积 ,cER!, 则 
(i) cf 在 E 上 可 积 ; 
(ii) | crdz 一 c| faz. 
证 明 当 c 王 0 时 ,结论 显然 成 立 。 由 定理 5. 2. 13 , 仅 需 证 c>0 之 情形 即 可 ， 
故 下 设 c > 0。 
注意 到 :对 非 负 可 测 函 数 , 有 相应 的 定理 5.1.5 及 推论 1 成 立 , 利 用 函数 的 正 
部 与 负 部 的 性 质 7 : 
(cf)* = cf ， 
(cf) =ecf ， 
故 可 以 有 
可 积 一 > f17,f” 均 可 积 
一 cf + ,cf 均 可 积 
一 > (cf)+,(cf)- 均 可 积 
一 >cf 可 积 。 
结论 (i) 得 证 。 因 此 又 有 
| craz= | cfdr—| cd 
= | rdz 一 cd 
= eC{ f+dr—| fdz) 


一 | rdz. 
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结论 (ii) 得 证 。 

定理 证 毕 。 

5. 可 积 函 数 积 分 的 绝对 连续 性 

定理 $. 2. 17( 可 积 函 数 的 积分 的 绝对 连续 性 ) 设 在 已 上 可 积 , 则 Ye>>0， 
36 之 0, 使 得 只 要 ACE,mA <6 均 有 、 

Jar < ltz<e 
证 明 在 EE 上 令 
g= |/f|。 

则 由 上 之 可 积 性 , 知 g 之 可 积 性 。 


由 定义 5.1.2, Ve > 0, 存 在 非 负 简单 函数 ,使 得 
px) gr), VrEE, 


EE€ 
| sdz > | edz 7。 
故 
二 | vdr 一 EE 
| ee Op)dz | sdz | ,var < 广 。 


因 人 简单 函数 为 有 界 函 数 , 故 3 M > 0, 使 得 
pr)M, VrEE, 


这 样 , 取 9 一 2 了 7' 则 当 ACE,mA 二 6 时 ,有 


| waz< MnmA 一 号 
从 而 当 ACE,mA 一 8 时 ， 
eh hee 
= | (8—pdrt| pdr 
| 


8 一 2)dz +| pdz 


定理 证 毕 。 
6. 积分 变量 的 平移 变 摘 
引 理 1 设 ECR",xoER", 由 


二 
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Xe (十 To) 一 Xe CZ)。 
其 中 王 一 {zo) 二 {x 一 zo:7EE} ,特征 函数 以 R" 为 基本 集 。 
此 引 理 之 证 明 留 作 习 题 。 
定理 5.2.18( 积 分 变量 的 平移 定理 ) 设 f 在 R" 上 可 积 ,x6ER", 则 f(z 十 x,) 
也 在 R" 上 可 积 , 且 
| .rz+z)dzr = | .7rcodz 


证 明 ”不 妨 设 在 Re 上 /之 0。 
(I) 设 w 为 R* 上 的 非 负 简单 函数 ， 


p(x) = Doxs (Z) 。 
由 引 理 1, 则 | 
P(Z 十 Zo) 二 Doxs (Xx)。 
因而 按 非 负 简单 函数 的 积分 定义 ,有 
| .ecz+zodz 一 DemE, — {xo}) 


= 之 /cm 已， (测度 的 平移 不 变性 ) 


(IE) 设 f 为 R" 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 存在 非 负 简单 函数 列 {g: (x)} ,使 得 在 
R" 上 满足 
PilX) Gn(r), k=1,2,.., 
pr (XT) -> f(x), 
由 定理 5. 1.4, 有 


| f(xr)dr = lim| Pr CT) dr 
Re -= Ra 


此 时 , {g(x 十 xo)} 仍 为 非 负 简 单 函数 列 , 且 
pir 二 ro) SC Grr ro), k=1,2,., 
oz 十 ro) 一 (并 十 Zro)。 

故 f(x 十 xo) 为 非 负 可 测 函 数 且 由 定理 5.1.4 和 ( 工 ) 之 结果 ,有 
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| .Acz+zm)dz 一 lim| ,gr (I 十 To) dz 
oo R 
— lim| .pCz)dz 


一 | fdr。 
这 已 说 明 f(z 十 zo) 在 Re 上 的 可 积 性 , 定理 证 毕 。 
在 下 面 的 例题 中 ,对 闭 区间 [a,6] 上 的 可 积 函 数 /,V ze [4,6]， 记 | fdr 为 


rar。 下 面 的 例题 给 出 了 证 明 “ 一 函数 几乎 处 处 为 零 * 和 *“ 两 函数 几乎 处 处 相等" 
这 两 结论 的 非常 有 用 的 两 个 工具 。 
[fdar = o，yYze[e,， 
则 
f(x) = 0, a.e. 于 [a,b]。 
证 明 
(I) 由 已 知 条 件 可 推 得 以 下 结论 : 
(i) 任 取 开 区 间 了 = (a,B8) CLa,6b], 则 
| rdz = | dz 一 [faz—| ydz = 0。 
1 (0p a a 
(ii) 任 取 开 集 GC[La,65j, 则 由 R' 中 开 集 的 构造 定理 ,有 
G 一 UE, 
其 中 mEN 或 m= 二 十 避 , 诸 工 为 La,6] 中 的 两 两 不 交 的 开 区 间 。 
由 积分 关于 积分 域 的 可 数 可 加 性 和 (I ) 之 结果 , 则 
| for 一 > | fdr=0 
G 一 (a,b\F, 
则 G 为 开 集 , 故 易 知 
Pe 
(I ) 若 本 例 之 结论 不 正确 , 则 集合 
FE,= {x:xr€[a,b], f(x) > 0}, 
E = (x:x€[a,b],fl(zx) <0) 
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中 至 少 其 一 之 测度 大 于 零 ,不 妨 设 
mE.,> 0。 
则 由 可 测 集 的 构造 定理 知 , 存 在 闭 集 FCE, ,使 
mF > 0, 
因 在 下 上 处 处 有 f(zx) >> 0, 从 而 由 定理 5.1.5 之 推论 3, 有 
| far >> 0。 
与 (1 ) 中 之 结论 矛盾 。 证 毕 。 
由 该 例题 直接 可 得 : 
例 2 设 f 和 g 均 为 [a,b] 上 的 可 积 孙 数 , 且 


[faz= [gdr, Vze[a,b]) 


则 
fx) = g(x), a.e. 于 [a,bj。 


五 、 极 限定 理 


为 建立 下 面 的 Vitali 定理 ,我 们 首先 引 人 关 于 可 积 函 数 族 的 积分 性 质 的 一 个 
定义 5.2.2 设 F 为 可 测 集 巨 上 的 一 个 可 积 函数 族 , 若 Ve > 0, 36>>0, 使 得 
只 要 ACE,mA < 二 6,VY fEF 均 有 


| az|<e. 


则 称 函 数 族 F 在 E 上 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 。 

下 面 所 列 出 的 关于 可 积 函 数 族 积分 的 绝对 连续 性 的 诸 条 人 性质 ,都 是 运用 这 一 
概念 解决 问题 的 基本 技能 。 我 们 仅 证 最 后 一 性 质 ,其 余 均 由 读者 自 证 。 

性 质 1 若 F 仅 由 有 限 个 可 积 函 数 所 组 成 , 则 下 在 瑟 上 的 积分 必定 有 等 度 绝对 
连续 性 。 

性 质 2 ” 若 Ff 在 上 的 积分 上 共有 等 度 绝对 连续 性 ,又 已 为 五 之 可 测 子 集 , 则 
F 在 E。 上 的 积分 也 具有 等 度 绝对 连续 性 。 

性 质 3 设 在 可 测 集 上 ,有 

1”f,(n 二 1,2,…) 均 为 可 测 阴 数 ; 

2" 下 为 非 负 可 积 函 数 , 且 

[fl<F, n= 1,2,., 

则 可 积 函 数列 {f,} 在 EE 上 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 。 
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性 质 4 {f,} 在 EE 上 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 
<=> (|f,|) 在 EE 上 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 。 
证 明 
证 “一 一 ”: 由 已 知 ,Ve 之 0, 96 之 0, 使 得 只 要 ACE,mA <6,YzEN 均 有 
fa 


志方 。 
此 时 对 集 4 ,我 们 令 
A = ALf, 宕 0], A; = ALf, =0], 
则 
mA <6,mA; < 6, 
因而 , 当 ACE,mA 二 8 时 ,YnEN 均 有 


[rae=) Alaz+| ld 


必要 性 即 证 得 。 
证 -< 一 一 ”: 由 不 等 式 (ACE,A 可 测 ) 
farl< rt 
即 证 。 
定理 5. 2. 19(Vitali 定理 ) 设 
1 mE < co 
2 !{ 广 } 为 在 已 上 的 积分 具有 等 度 绝 对 连续 性 的 可 积 函 数列 ; 
3 在 E 上 ,f, 字 ff( 或 ff“> 了 )， 
则 
(i) f 在 E 上 可 积 ， 
Cii) | far = lim| /dz。 
证 明 ” 仅 证 当 六 一 上 时。 
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C1) 证 明 
lim | |f ~ faldr = 0, 
即 Ye > 0, 3 NEN, 使 得 Yn,m 宇 NN, 均 有 
jf foldr <e, (9) 


由 已 知 条 件 2” 及 可 积 函 数 族 积分 的 绝对 连续 性 的 性 质 4 知 , 可 积 函 数列 
{| /|} 在 EE 上 的 积分 也 具有 等 度 绝 对 连续 性 , 即 对 上 述 之 。e >> 0, 36 > 0, 使 得 只 
要 ACE,mA 二 6,YnEN 均 有 


| ldz< 于 。 (10) 


又 由 f, 之 了 和 依 测 度 收敛 的 等 价 条 件 (定理 4.4.2(ii)) ,对 该 e 和 56, 3 NEN, 使 
得 Yn,m 之 N, 均 有 


加 € 
mE[|f, fn | 宇 WTAE < (11) 
今 
一 E < 一 本 
E,, = E[L|f, 六 | 这 2 FE nm 一 1,2， o 
则 当 n,m 宇 N 时 ,有 
[7 flar= | + |/ /fold 
E Em E\E,m 
EE 。 
A A m(E\E,n) 
E E E 
过 天 十 天 十 广 一 es。 
故 式 (9) 得 证 。 
(IT) 证 明 
im| 1 疡 -7ldz= 0。 (12) 
DT 一 -sy 所 


由 f, 之 /和 Riesz 定理 , 知 存在 {/,} 的 子 列 { 六 } ,使 得 
limf, 一 f/f/，a.e. 于 EE。 
故 YnEN, 有 
lim|f,—/f,|= |f,—/|, a.e.F 于 E, 
这 样 ,由 式 (9), Ye 0, 3 NEN, 使 得 当 n 守 N,n; 宇 NN 时 ,有 


| 一 六 dz 二 二。 
E 
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因而 , 当 n 之 NN 时 ,由 Fatou 引 理 ,可 得 
| far = | lim|f,— £, 1dr 
<lim| |f,— fldr 


ST<e. 


式 (12) 即 得 证 , 且 知 当 n 充分 大 后 ,| 一 了 | 在 EE 上 均 可 积 。 
〈 亚 ) 证 本 定理 之 结论 (GD 和 (ii) 。 
因 在 下 上 ,有 
Ifl<|f-—fl+ 1f,|, 
又 当 n 充分 大 后 ,|f 一 f,| 和 | | 均 可 积 , 故 由 定理 5.2.12 即 得 /之 可 积 性 。 
又 由 


Ja- fidz|< fr |dzr, n= 1,2,., 
故 由 式 (12) 即 得 结论 (ii)。 
定理 证 毕 。 
定理 $.2. 20(Lebesgue 控制 收敛 定理 )” 设 在 EL 上 ， 
1 f,(《n 一 1,2,…) 均 为 可 测 函 数 ，; 
2 下 为 非 负 可 积 函 数 , 且 


| 疡 | 委 下 ， n= 1,2,.; (13) 
3° f=>f, 
则 
(i) f 在 E 上 可 积 ， 
(11) | rdz= lim| fudz. 
证 了 明 
证 (i) :由 户 一 /及 Riesz 定理 ,存在 {f,} 的 子 列 {f,} ,使 得 
在 EL 上,f, > f (i—> 00), 
由 此 及 式 (13), 可 得 


[fl F,， a.e. 于 E, (14) 
故 由 定理 5. 2. 12 即 知 f 之 可 积 性 。 
证 (让 ;以 下 不 妨 设 式 (14) 在 玉 上 处 处 成 立 。 
将 玉 表 示 为 一 列 递 增 的 有 界 可 测 集 {Ei} 之 并 , 即 
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E 一 U E,, 其 中 诸 FE, 均 可 测 , 且 El CCE,C 
则 由 积分 关于 积分 域 的 下 连续 性 ,有 
0 <| Fdz = lim|, Fdz <+to, 
故 Ve >> 0, 3kEN, 使 得 
o<| Fdz 一 | Fdz 一 |. Fdr < 一 三。 
在 该 E; 上 ， 由 已 知 条 件 及 可 积 本数 族 积 分 的 等 度 侈 对 连续 性 的 性 大 3 ,Vitali 
定理 的 条 件 全 部 满足 , 故 由 Vitali 定理 ,得 
j far = in| fedr, 
故 对 上 述 之 e, 3] NEN, 使 得 当 n 宇 NN 时 ， 
ol- lp 
因而 , 当 n 宇 N 时 ,有 
fas |For |= | 


< | (一 Pdz|+ | 加 Cf 一 fdz| 


一 号 +| 7ldz+| Aldz 
E\E, E\E, 


结论 (ii) 即 得 证 。 

定理 证 毕 。 

注 5 因 “z 忆 一 co 时 ,几乎 处 处 收敛 一 一 依 测度 收敛 ”, 故 从 (ii) 的 证 明 过 程 
中 不 难看 出 ,对 于 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,将 已 知 条 件 3 “了 ,二 f” 改 为 *f, “> 请， 
结论 仍然 成 立 。 

因 当 zz 互 < 十 ce 时 ,下 上 的 实 常数 函数 均 可 积 , 故 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 可 
直接 得 以 下 极限 定理 : 

定理 $. 2.21(Lebesgue 有 界 收 钙 定 理 ) ” 设 

1” mE < 十 ce; 

2 fn 二 1,2,…) 均 为 E 上 的 可 测 函 数 , 且 存在 常数 KK 二 0, 使 对 VYxEE, 有 
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|f(0 SEK, n=1,2,; 
3 在 EL 上,f, 二 了 ， 
则 
(i) f 在 EE 上 可 积 ， 


(ii | dz 一 lim| fudz, 
E n> E 


$ 5.3 ” Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 的 关系 


i 


1 


了 


下 


(GD 本 节 中 ,我 们 将 Lebesgue 积分 简称 为 (L) 积 分 , 仍 记 为 | fdz, 有 时 为 强调 


起 见 , 也 记 为 (L)| fdz; 将 Riemann 积分 简称 为 (R) 积 分 , 记 为 (R)| fdx。 


下 面 , 将 有 限 区 间 [fa, 妇 上 的 有 界 函 数 的 (R) 积 分 ( 即 所 谓 “ 定 积分 ”) 简 称 为 
La,5] 上 的 (R) 积 分 或 (R) 常 义 积分 ,以 与 (R) 广 义 积分 相 区 别 。 
(ii) 为 下 面 叙述 方便 ,我 们 略 提 一 下 (R) 常 义 积 分 的 定义 。 
设 为 [a,b] 上 的 有 界 函 数 ,以 DD 表示 [a,6] 上 的 一 个 (R) 分 划 ， 
D:a= zo 人 TTT r= bb 


今 
AXxi = ri—xi, i= 1,2, ,ne 
B;= sup flx), b= inf f(x), i= 1,2,,n, 
<E[zi 1;] x€ELzr;_1 or;] 
其 (R) 大 和 与 小 和 分 别 为 


Sp 一 BAzr， SD 一 Spaz,. 
i=1 i=1 


设 {Ss} 和 {sp) 分 别 为 在 La,65] 上 的 所 有 (R) 分 划 之 下 ,其 大 和 全 体 与 小 和 全 体 。 
` (R) 积 分 的 上 .下 积分 即 为 


| rdz = inf{Sp},， | faz 一 sup{sp}。 
这 样 ,f 的 (R) 可 积 性 即 定 义 为 


| faz= | ydr。 
ff 在 [a,6j 上 的 (R) 积 分 值 邑 定义 为 
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; es 


第 五 章 ， Lebesgue 积分 ig 


CR)| faz = | fax = | ydz。 


(iii) 本 节 中 ,我们 首先 研究 (R) 可 积 函 数 的 构造 , 即 建 立 (R) 可 积 的 充 要 条 件 。 
然后 , 仅 就 一 维 情形 ,研究 (L) 积 分 和 (R) 常 义 积分 的 关系 ,研究 (L) 积 分 与 (R) 广 义 
积分 的 关系 。 | 


一 、(R) 可 积 函 数 的 构造 


定理 5.3.1 设 了 为 闭 区 间 [La ,0 上 的 有 界 函 数 , 则 
三 在 La ,外 上 (R) 可 积 寺 > 了 在 [a,5] 上 几乎 处 处 连续 。 
证 明 ” 先 做 证 明 必 要 性 和 充分 性 都 需要 的 一 些 准备 工作 。 以 下 令 E = [a,b。 
YnEN, 将 [a,65] 作 2” 等 分 的 (R) 积 分 分 划 , 记 为 D,: 
aa 一 TI rT r= bb。 
令 (i 二 1,2,"… ,2") 
AXi” 一 了 一 并 


B'” = sup f(x), b!” = inf f(x), 


IE€E [zf sz ] rE€Lz ,rt 了] 


得 (R) 积 分 的 大 和 与 小 和 分 别 为 


S, 一 和 Barm ， 5 一 S p™ Ax'™ 。 
1 一 1 1 一 1 
因 
maxAxrm 一 2 一 4 0 (一 co)， (1) 
li 
故 由 (R) 积 分 知识 ,有 


ff 在 [a,5] 上 (R) 可 积 二 和 > 5S' 一 $s; 一 0。 
YnEN, 在 [a,b6j 上 定义 函数 B,Cx) 和 6,(xr) 如 下 : 
B,(z) = BY ,YrELr ,zr ), i= 1,2,..,2", 
B,(b) = BY 。 
bs (Xx) = ob VrELxS ,TX ), i= 1,2,.,2", 
b,(b) = bi 
则 
(i) {B, (x)} 和 {6, (x)}) 均 为 EE 二 [a,6b] 上 的 简单 也 数列 , 故 均 为 可 测 隐 数列 ; 
(ii) 在 对 [a ,的 作 2" 等 分 之 后 ,由 分 划 D, 和 DD 之 间 的 关系 ,用 上 、 下 确 界 的 
性 质 , 不 难 证 明 , 在 La,b] 上 ,有 
br) Lb) Ef EB u(r) Br) ,n= 1,2,.; (2) 
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2 


| 
实 变 函 数 


(iii) VaEN,S, 和 s: 可 分 别 表示 为 BC(z) 和 六 (zxz) 的 (L) 积 分 ， 
s'—| B, (x)dz, 
[a ,的 


5 = | b,x) dr, 
[abl 


S,— 5 一 | (B,(x) 一 入 (Crz))dz。 | 


下 面 我 们 证 明 本 定理 。 
(I)》 因 /在 [a,6] 上 (R) 可 积 , 故 

S,— s'— 0。 
([ ) 证 


在 [a,6] 上 , 令 
f(z) = limB,(x), f(x) = limb,(z), 
则 f(z) 和 f(x) 均 为 [a,5] 上 的 可 测 丽 数 , 且 由 式 (2) ,显然 
bz) ES) Ef x) ES fx) LB, (zr), Yn, 


lim B,.(x) = lim b,(7) = f(x), a.e. 于 [a,b]。 


故 
0 委 jz) 一 AF(z) 二 BCz) —b, (rx), Yn, 
由 积分 之 单调 性 ,有 
o<| (fz) -Kez))dr<| (BCz) 一 名 (zz))dzyym 
ab 一 a 
由 式 (3) 和 (4), 令 nn 一 co, 即 有 


| (f(r) — f(r)) dr 一 0。 
[a,b] 一 


由 定理 5. 1.5(Cviii) ,可 知 
Fr) = f(r), ae 于 [a,O。 
这 样 ,由 式 (6) 及 f(x) 和 f(x) 之 定义 ,可 得 式 (5)。 
( 亚 ) 令 
E! = {x:rE[La,b], limB., (zx) f(x) 或 limb, (z) f(r)} 
U{(z:z 为 分 划 万 , 的 分 点 ,n = 二 1,2,…}， 
则 mE, = 0。 
下 面 证 明 :[a,bN\E, 中 的 点 全 为 f 的 连续 点 。 
Y Xo [La ,bI\E, 9 由 FE 之 定义 ， 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


i 


和 
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lim B, (zo) 一 limb, (xo) 一 f(xo)。 
故 Ve >> 0, no EN, 使 得 
f(zxo) eb (xo) EB, (zo) < flxo) es 
此 时 , 设 zELzm zi" jj], 因 zo 不 是 D。 之 分 点 , 故 38 0, 使 得 
O(zo ,6) CLz™ To] 。 
因而 , 当 zEO(Czo,6) 时 ,有 
f(x0) eb (xo) Ef) EB, (xo) < Arzo) 十 E。 

由 此 即 知 ,上 在 ze 处 连续 。 从 而 , 知 La,pjE; 中 的 点 全 为 了 的 连续 点 。 

至 此 ,由 mE: 一 0, 即 已 证 得 f 在 E 上 几乎 处 处 连续 ,必要 性 证 毕 。 

证 “< 一”: 设 Eo 为 在 La,6b] 上 的 不 连续 点 之 全 体 所 成 之 集 , 则 由 已 知 条 件 
知 :mE。 二 0。 


下 面 的 分 划 D, ;,S' 和 s/ 以 及 B, (x) 和 6b, (zx)n 一 1,2,*) 仍 如 前 述 。 为 证 f 在 


[a,bj] 上 (R) 可 积 ,只 需 证 明 
S, 一 5% 一 0。 (7) 
为 此 ,我 们 分 两 步 进 行 。 
(I) 证 
limLB, (x) — b, (7)] = 0，a.e. 于 [a,b]。 (8) 


VzxoELabj\Eo。 因 ff 在 x。 处 连续 , 故 Ye 记 > 0,36 守 0, 使 得 YrxE[La,b] 门 
Ol(zxo6), 有 
[f(x) — f(xo) | < 4。 (9) 
对 此 6 汪 、 0, 3 NEN, 使 得 Vn 宇 N, 均 有 
b—a 


这 样 , 当 n 宇 NN 时 , 若 zoELzi 吕 ,x2"], 则 必 有 
[x'® 0 ,x! 7]CO(xo ;0)。 
故 YzE[zPm zj], 式 (9) 成 立 , 因 此 ,由 上 、 下 确 界 的 性 质 , 有 


| sup f(2)— flr) | 
| 4 
i—l i 
| inf fC7) 一 jzo)| 雪 三 ， 
ELztal ztm] 4 


故 由 了.(z) 和 6,(7x) 之 定义 , 当 n 之 NN 时 ,有 


Bl(ro)—b, (zo) 委 < 


< 一 人 
2 


| 163 


因而 知 


lim[B, (ze) 一 (xzo)] 一 0。 
由 mE, 一 0, 即 得 式 (8) 。 
(1) 因 f 在 [a,6] 上 有 界 , 故 易 知 B,(7z) 一 b, (XxX)(n 二 1,2,…) 均 为 有 界 函 数 ， 


因此 ,由 Lebesgue 有 界 收敛 定理 (定理 5.2.21), 即 有 


lim| (BCz) — bx) dr =— 0. 
Nn 一 (2 et 


再 由 式 (3) 即 得 式 (7), 即 知 f 在 La,5] 上 (R) 可 积 ,充分 性 证 毕 。 


定理 得 证 。 
我 们 知道 ,在 (R) 积 分 理论 体系 内 ,并 没 能 解决 (R) 可 积 的 充 要 条 件 问题 ,或 者 


说 (R) 可 积 函 数 的 构造 问题 ,但 是 ,我 们 看 到 ,定理 5. 3. 1 彻底 解决 了 这 一 问题 。 就 
是 说 ,借助 于 (L) 积 分 理论 , 才 使 (R) 积 分 的 这 一 重要 问题 得 以 解决 。 这 使 我 们 再 次 
看 到 (LL) 积 分 比 (R) 积 分 的 优越 之 处 ,进一步 看 到 (L) 积 分 的 重要 的 理论 价值 。 


二 、(L) 积 分 与 (R) 常 义 积分 的 关系 


定理 5.3.2 设 f 为 闭 区 间 [a,5] 上 的 有 界 涵 数 , 则 在 [a,5b] 上 ， 


(i) A(R) 可 积 声 六 (1L) 可 积 ; 
(ii) 当 A(R) 可 积 时 ,两 种 积分 值 相等 。 
证 了 明 
证 (i) : 
在 La,bj] 上 (R) 可 积 
一 > 在 [a,b6] 上 有 界 且 几乎 处 处 连续 


一 => 了 在 La,b] 上 有 界 可 测 《$4.2 之 例 4) 
一 > 了 在 [a,6] 上 (1L) 可 积 。 (定理 5. 2. 3) 


Dirichlet 函数 即 为 (L) 可 积 而 (R) 不 可 积 函数 的 一 例 。 
证 (iD : 设 了 为 La, 引 上 的 一 个 (R) 分 划 : 
Da:ae 一 To<Tzi<< < TcTi< < 一 0 


其 中 Axi,B; 和 b:(i = 1,2，sa0 ,So 和 sp 以 及 | fdz 和 | fdx 均 如 本 节 前 言 所 述 。 


今 


E; = [xi-1 ;7;), i=1,2,.",n—1，, 
E, 一 [zx 7] ， 


则 诸 E; 可 测 且 两 两 不 交 ,又 
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mE,; = zi~— Xi = Ar, II 一 1.,2，……，7。 


由 在 [a,6b] 上 (R) 可 积 ,由 (i) 知 其 也 (L) 可 积 ,利用 (1.) 积 分 关于 积分 域 的 有 
限 可 加 性 ,有 


| dz = > oj, dx。 
由 (1) 积 分 之 单调 性 ,有 (i 一 1,2,.…,n) 


DiAz, = bm EE, < a fdr < BmE,= B.Ax;.。 
E 


so 返 cD| dz 二 So， 
[e.g 
由 CR) 上 、 下 积分 之 定义 , 即 有 


rb pp 
| fax < of far<| Fadz。 
a CL EE 


因此 由 (R) 可 积 和 (R) 积 分 之 定义 , 即 得 
of rd = CR)| fdz. 
(ii) 得 证 。 
定理 证 毕 。 


三 、(L) 积 分 与 (R) 广 义 积分 的 关系 


为 叙述 方便 ,下 面 仅 考虑 只 有 一 个 奇 点 的 (R) 广 义 积分 。 
可 积 (z 一 总 为 奇 点 ), 则 当 已 < 十 ce 时 ,有 


. 6 
0) of |/lar = cB)| | flaz; 
ab a 


(ii) /在 [a,b] 上 (1) 可 积 < (R) 广义 积分 (R)| 7dz 绝对 收 伍 ， 
(iii) 若 (R) 广 义 积分 (R)| dz 绝对 收敛 , 则 


bh 
of fdr = CR)| fdr 
uh a 


当 65= 十 吕 时 ,同样 有 上 述 三 条 结论 ,只 是 应 将 结论 中 的 [a,6] 改 为 La, 十 2)。 
证 明 仅 证 4 天 十 ce 情形 ,对 2 = 十 co 情形 ,证 明 完全 类 似 。 
证 中 : 取 bEla,b)(n 一 1,2,…) ,使 得 

br br, n=1,2,.%,H 6b,—06.。 
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YnEN, 在 [a,b,] 上 ,; 因 f(R) 可 积 , 一 方面 ,由 (R) 积分 知识 知 , | 站 | 也 (R) 可 
积 ; 另 一 方面 ,由 定理 5.3.2 知 ,f(L) 可 积 ( 当 然 可 测 ) 且 | /| 也 (L) 可 积 (当然 可 
测 ) 。 

注意 到 

[a,b) = ULa,b,) (10) 

故 知 | 了 | 在 [a,5) 上 非 负 可 测 , 因 而 在 [a,5j 上 也 非 负 可 测 ,同样 知 f 在 [a,5j 上 也 可 
测 。 

这 样 ,对 | | 利用 积分 关于 积分 域 的 下 连续 性 和 定理 5. 3.2, 有 


| |fldr = | | dz 
Fa 条 [a:b) 


= im)| |flaz 
no [esp 


b 
= lim(CR)| | fldz 


一 CR)| 17laz 
故 结论 (iD 成 立 。 
证 (i 让): 由 了 之 可 测 性 知 ,f 可 积 拓 > | j 可 积 。 因 而 ,由 结论 (D ,显然 结论 
(ii) 成 立 。 
证 (iii); 当 (R) 广义 积分 (R)| fax 绝对 收敛 时 ,由 结论 (iD ,FL) 可 积 。 这 样 ， 
对 f 本 身 , 我 们 又 可 用 积分 关于 积分 域 的 下 连续 性 和 定理 5. 3.2, 故 有 


<D| /dz 一 CD fdz 
[Lah] [ap 


一 iimCL)| fdz 
no [Lab,) 


| 


b 
一 limCR)| “dz 


b 
CB)| dz。 
结论 (iii) 得 证 。 

定理 证 毕 。 


四 、 积 分 计算 例题 


我 们 已 学 的 极限 定理 以 及 (L) 积 分 与 (R) 积 分 的 关系 ,可 用 来 解决 某 些 积分 计 
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算 问题 。 例 如 ,首先 当然 可 用 极限 定理 解决 积分 号 下 取 极 限 的 问题 ;也 可 通过 将 被 
积 函 数 展 为 寡 级 数 的 方法 计算 某 些 积分 :还 可 通过 (L) 积 分 与 (R) 积 分 的 互 化 , 计 
算 某 些 积分 等 等 。 以 下 仅 举 四 例 。 


例 1 计算 | dz 
解 ” 令 


1 
(Hee) 1] 十 广 ? 


f(z) = VYzE[L0, 十 ce)。 


1 
工 十 z2” 
因 YAE(0, 十 oo0), 在 [0,A] 上 ,ff 均 (R) 常 义 可 积 , 故 由 定理 5.3.3(), 即 有 


| —l dz 一 CR| 一 1 qz 
opm 1 十? o 1 二 x’ 
li A 1 
一 lim(R)| TF? 


一 lim arctanA 
A>o0 


例 2 计算 | qz， 


[ltoo) XT 


解 ”与 上 题 同 理 , 有 
| 工 dz 一 CR 工 dz 一 十 co。 
1 并 


+) 友 


故 知 f(x) 一 二 在 [1, 十 co) 上 (L) 积 分 存在 ,但 不 可 积 。 


例 3 证 明 :| ， In x) _ 》， 1 


rx 全 7 


证 明 当 0< 二 x<=1 时 ， 


In(1—x) _1 zx A 
工 去 之 a 2 


下 一 n=l 


因 函 数 己 一 (n 一 1,2,…) 均 为 [0,1] 上 的 非 负 连 续 函 数 , 故 为 非 负 可 测 函 数 。 


n 


因此 ,由 Lebesgue 逐 项 积分 定理 ,有 
°° xX"! 2 zx" 
| ,> dz 一 > | dx 


Jion] 1 
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故 得 
| In(1 — x) _ 工 。 
[o,1] z {nn 
例 4 求 极限 
1 ， 
lim(R)| sinnz 7. 
Le 0 nx 
解 ” 令 
f(x) = sinnz ， n= 1,2,.: 
nx 
因 
lim SH 一 1l， n= 1,2,, 
rt nx 


故 可 将 f,《n 二 1,2,…) 视 为 [0,1] 上 的 连续 函数 ,因此 有 


CR)| Sn gy =| sinnzr gq 7, Nn = 112 


[0.1] Nx 


站 


这 样 即将 所 求 (R) 积 分 的 极限 化 为 (1.) 积 分 的 极限 ,从 而 ,可 用 (L) 积 分 的 极限 定理 


为 工具 进行 计算 。 
因 在 (0,1] 上 ， 
fx) 0 (n> coo), 
故 在 [0,1j] 上 ， 
fx) 0 (n-> co)。 
又 


[flr) ll, VrEL[O0,l], n= 1,2,., 
故 由 Lebesgue 有 界 收敛 定理 ,有 


im[ gs -oa 
一 [0.1] NX 


从 而 


lim(R)| sinnar -0， 
Nn 0 NT 

注意 :在 [0,1] 上 ,f(x) -<>0( 因 f(T) = sinln= 1,2," 
的 积分 号 下 取 极 限 的 定理 不 能 用 。 
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$S.4 重 积分 


本 节 的 目的 是 研究 将 重 积分 化 为 累 次 积分 的 问题 ,建立 实 变 函数 中 的 重要 结 
论 :Fubini 定理 。 为 此 ,在 第 一 ,二 两 段 中 ,首先 建立 乘积 空间 中 集合 的 截 口 概念 ， 
研究 可 测 集 截 口 的 可 测 性 及 其 测度 的 积分 性 质 , 即 建立 所 谓 “ 截 口 定理 ”。 然 后 ,在 
第 三 段 中 ,利用 截 口 定理 ,在 第 四 章 定 理 4. 2.6 的 基础 上 ,进一步 研究 函数 非 负 可 
测 的 几何 意义 ,证 明 ; 其 下 方 图 形 的 可 测 性 不 仅 是 非 负 函数 可 测 的 必要 条 件 , 而 有 
也 是 其 充分 条 件 。 这 个 结果 既是 截 口 定理 的 直接 派生 结果 ,又 是 为 Fubini 定理 的 
证 明 所 做 的 一 项 准备 工作 。 在 第 四 段 中 ,再 为 证 明 Fubini 定理 微 一 项 准备 工作 , 即 
建立 证 明 该 定理 的 三 个 基本 工具 :命题 1,2,3。 最 后 在 第 五 段 中 建立 Fubini 定理 ， 
完成 本 节 的 中 心 任务 。 通 过 Fubini 定理 ,我们 将 会 看 到 ,在 将 重 积分 化 为 累 次 积分 
或 者 交换 累 次 积分 的 积分 次 序 的 问题 上 ,Lebesgue 积分 确 比 Riemann 积分 优越 得 
多 。 

本 节 中 均 设 : 户 ,9 为 正 整数 , 且 

R2ie 一 R* X Rs 。 


一 、 集 合 的 截 口 


定义 5.4.1 设 ECR?*",xoER?, 称 集合 
{y:yER’, (xo,y)EE)} 
为 集合 E 在 x = x。 处 的 截 口 , 记 为 E, 或 (E),。 
类 似 ,车 yo。 ER" , 称 集合 
{I:TER’,(r,y) EE) 
为 集合 在 y = ys。 处 的 截 口 , 记 为 E% 或 (E)*。 
例 1 设 E= 了 为 R2 中 的 区 间 , 且 
1 二 XI, 其 中 工 ,1 分别 为 R* 和 了 "中 的 区 间 。 
当 xo ER? 时 , 易 知 
， -所 V xo ED, 
” lg, vaneEl. 
截 口 有 以 下 性 质 , 这 些 性 质 都 是 下 面 建立 Fubini 定理 所 必需 的 基本 技能 。 
性 质 1 EiCE, 二 => (El),C (FE,),., 
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性 质 2 (UE), =U(E,),. 


性 质 3 (NE); 一 (E,),。 

性 质 4 (Es\E), = (E,),\(E),。 

性 质 5 ENE, 一 一 > (ED).N(ED), = 8. 
其 证 明 留 作 习 题 。 


二 、 关 于 可 测 集 截 口 的 可 测 性 及 其 测度 的 积分 性 质 


本 段 中 研究 :车 EE 为 R** 中 之 可 测 集 ,那么 其 截 口 E, 是 否 可 测 ? 若 可 测 ,那么 
mE 和 m EE; 间 有 何 关系 ? 所 建立 的 “ 截 口 定理 ”圆满 地 回答 了 这 一 问题 。“ 截 口 定 
理 ” 的 证 明 思路 像 关 于 集合 乘积 测度 的 定理 3. 5. 1 一 样 ,采用 从 区 间 、 开 集 , 直 到 一 
般 可 测 集 的 六 个 步骤 ,虽然 证 明 过 程 较 长 ,但 思路 清晰 。 同 时 , 这 个 证 明 过 程 综合 
地 利用 了 我 们 从 第 一 章 到 第 五 章 的 不 少 知识 ,这 对 于 前 面 所 学 知识 的 巩固 和 提高 ， 
将 很 有 益处 。 

数学 分 析 中 有 这 样 一 个 结果 ;在 R 中 ,一 立体 位 于 平面 z= 二 a 和 xz = bla <<6) 
之 间 , 它 被 垂直 于 zx 轴 的 截面 所 截 的 面积 A (zx) 为 zx 的 连续 函数 , 则 该 立体 的 体积 
V 和 其 截面 面积 A(z) 之 间 有 以 下 关系 : 


b 
Vv = [Andz. 


对 于 mE 和 mE, ,在 一 定 意义 下 ,我 们 将 得 到 相 类 似 的 结果 。 
定理 5.4.1( 截 口 定理 ) 设 瑟 为 R2 中 的 可 测 集 , 则 
(i) 对 于 几乎 所 有 的 zER?*,E, 为 R? 中 的 可 测 集 ; 
(ii) 在 Re 上 几乎 处 处 有 意义 的 函数 m(x) 一 mE, 是 非 负 可 测 函 数 , 称 m(x) 
为 截 口 测 度 函 数 ; 
(iii) mE = | mE.dz. 
证 阴 
(1) 设 玉 为 区 间 。 
设 
EE 二 了 XT, 其 中 工 和 了 分 别 为 R? 和 R" 中 的 区 间 。 
VxzER*, 由 例 1 可 知 ,E, 均 为 Re 中 之 可 测 集 , 且 VzER* ,有 
mls = ||, VzxEl, 
A 人 V rEL, 
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故 mE, 为 R* 上 处 处 有 定义 的 非 负 简 单 函数 ,因而 非 负 可 测 , 同 时 有 


| mEsdz = mls* mI， ( 非 负 简单 函数 的 积分 定义 》 
= m(l x 1,) (定理 3. 5. 1) 
一 mE, 
(ID 设 忆 为 开 集 。 


由 定理 2, 4.5, 王 可 表示 为 
E 一 Ul, 其 中 诸 1 为 R*" 中 两 两 不 交 的 区 间 。 
由 截 口 的 性 质 2, 有 
E, =U(),. 
由 ( I ), 诸 (1,),(n 一 1 .2……) 均 可 测 , 故 知 E, 可 测 。 
由 诸 太 两 两 不 交 , 由 截 口 性 质 5, 知 诸 (1,).(n = 1,2,…) 两 两 不 交 , 从 而 由 测 
度 的 可 数 可 加 性 ,有 
mE, = Dm(1),. 


这 样 ,由 ( 工 ), 诸 m(1) (2 一 1,2,…) 均 为 非 负 可 测 函 数 , 由 可 测 函 数列 的 极限 性 
质 , 即 知 m(z) 二 mE, 为 非 负 可 测 函 数 ,日 


| 1 五 ,dz 一 >| 712 (了 ) .dx (Lebesgue 逐 项 积分 定理 ) 
R? m=] BR 
= Dml, (( 了) 之 结论 ) 
一 1 
一 mE., 


( 焉 ) 设 E 为 有 界 G; 集 。 
设 EC 开 区 间 1, 且 
E=NG,, 
其 中 诸 G, 为 开 集 , 且 由 第 二 章 习题 25 知 ,{G,} 还 可 满足 
IDG DG DD … 站 GD 也 … 
这 样 , 由 截 口 性 质 3, 有 
E. =N (G,).. 
由 ( 卫 ), 诸 CG,), 可 测 , 故 知 E 可 测 。 


又 由 截 口 性 质 1 知 ,{(G,),}) 满 足 
1 DG) DG) DD DG), Do…, (1) 


] 171 


故 由 测度 之 上 连续 性 ,有 
mE, = limm(G. ),。 
这 样 ,由 (可), 诸 m(G,),(n 二 1,2,…) 均 为 非 负 可 测 函 数 , 仍 用 可 测 函 数列 的 极限 
性 质 , 即 知 mE,; 为 非 负 可 测 函 数 。 
又 由 式 (1) 及 测度 的 单调 性 ,有 
mlGa)r mL), n= 1,2,, 
注意 到 m(I) 之 可 积 性 , 故 有 


| mE:dz 一 lim | ,m (Gd (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 
一 limmG, ((I) 之 结论 ) 
一 mE, (测度 之 上 连续 性 》 


CR ) 设 玉 为 有 界 零 测 集 。 . 
由 mE 二 0 和 可 测 集 的 构造 定理 (定理 3.4.5 及 其 注 2) 可 知 , 存 在 有 界 Gs 集 
HDOE, 且 
mH=mE = 0,。, 
由 ( 亚 ) 可 知 


mH = | mH,dr, 
Rr 


， 故 由 定理 5.1.5(viii), 有 
mH, =0，a.e. 于 R?。 
由 CH, 知 EF,CH,,VxER’, 因 零 测 集 的 子 集 均 为 零 测 集 , 故 
mE, 二 0，a.e. 于 R?*。 
因此 ,结论 (D) 和 (ii) 均 成 立 , 且 显然 结论 (ii) 也 成 立 。 
(V) 设 五 为 一 般 有 界 可 测 集 。 
仍 由 可 测 集 的 构造 定理 及 注 ,存在 有 界 Gs 集 五 忆 E, 使 得 


mC(H\E)=0HmH = mE,. (2) 
令 
E, = H\E, 
则 有 以 下 诸 结 果 : 
mkE, = 0, 
E= H\E,。 
E, = (H\E), = Hi\(E),, VrER?’, ( 截 口 性 质 4) 


由 (于 ) 知 ,H, 可 测 , VYV XER?。 由 (了 ) 知 ,(E,), 为 零 测 集 ,a. e. 于 R?’。 故 知 对 
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几乎 所 有 的 xER?*,E, 均 可 测 。 
又 由 测度 的 可 减 性 和 (TW ) 之 结论 ,有 
mE,= mH,— m(E,), 
= mH.,,， a.e. 于 R?*。 
从 而 ,由 mH; 为 R* 上 的 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 , 知 mE, 也 为 R* 上 的 几乎 处 
处 有 定义 的 可 测 函 数 , 同 时 
| mE,dz = | mHar 
= mH (( 亚 ) 之 结论 ) 
~ mE, ( 式 (2)) 
(WY) 设 王 为 一 般 可 测 集 。 
此 步 仅 略 述 之 。 由 $3.4 之 推论 4 知 ,E 可 表示 为 
E 一 U E,, 其 中 诸 E, 为 两 两 不 交 的 有 界 可 测 集 。 
注意 到 以 下 结 
下 一 U CE,)，， 处 处 于 R?。 


mE, = Dm(E,),, a.e. 于 R’, 
n=1 


JumEdz = Df mE ,dr (Lebesgue 逐 项 积分 定理 ) 
= > mE, (CCV ) 之 结论 ) 
= mE. (测度 的 可 数 可 加 性 ) 
即 知 结论 (D) ,Gi 和 Gi) 均 成 立 。 
定理 证 毕 。 


由 截 口 定理 , 当 mE < 十 吕 时 ,显然 可 得 以 下 推论 : 

推论 1 设 ECR2…,mEE < 十 吕 。 则 截 口 测度 函数 m(x) = mE, 满足 : 
(i) 在 R* 上 可 积 ; 

(ii) 几乎 处 处 有 限 , 即 mE, < 十 ceo， ae. 于 Re。 


三 、 非 负 通 数 可 测 性 的 几何 意义 的 进一步 研究 


本 段 在 定理 4. 2.6 的 基础 上 ,证 明 : 下 方 图 形 可 测 是 非 负 函数 可 测 性 的 充 要 条 
件 。 首先 ,我 们 建立 一 个 关于 下 方 图 形 的 截 口 的 引 理 。 
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引 理 1 设 ECR",f 为 E 上 的 非 负 广义 实 函 数 ,zER!,z 宇 0, 则 
(G(E,f)): = E[f > zj。 
证 明 本 引 理 由 下 方 图 形 和 截 口 的 定义 即 可 推 得 。 事实 上 , 因 
GE,f) = {((x,z):rEE,ZER' ,0 Cz < fx)}, 


(G(E,f))’ = {x:rER',(r,z)EG(E, f))} 
= {zx:TER',rEE,zER' ,0 zr f(r)} 
= (XrX:TEE,O0Cz fr))} 
= ELf> zj。 
注 1 当 z<0 时 , 引 理 1 不 再 成 立 。 事 实 上 , 当 z< 0 时， 
(G(E,f))* = 2,， 
E[f>z]=E, 
定理 5.4.2 设 EE 为 R" 中 的 可 测 集 ,f 为 EF 上 的 非 负 函 数 , 则 
f 为 E 上 的 ( 非 负 ) 可 测 函 数 寺 >G(E, 了) 为 R" 中 的 可 测 集 ， 


| .far — mG(E,/). (3) 

证 明 ”其 必要 性 在 定理 4.2.6 中 已 证 , 式 (3) 在 定理 5. 1. 3 中 已 证 , 故 下 面 仅 
证 其 充分 性 。 

( 工 ) 证 :对 几乎 所 有 的 x ER' ,ELf > zj 均 可 测 。 

首先 ， 

GCE, 了) 可 测 

一 > 对 几乎 所 有 的 zER: , 截 口 (GCE,f))* 均 可 测 ( 截 口 定理 ) 

一 => 对 几乎 所 有 的 xzE[0, 十 吕 ),(G(E, 了 有 ))* 均 可 测 

一 一 对 几乎 所 有 的 zE[0, 十 oo0),ELf > zj 可 测 。 ( 引 理 1) 
而 当 zxE (一 ceo,0) 时 ， 

ELf>z]=E. ( 注 1) 

故此 时 E[f > z] 也 可 测 。 

从 而 知 , 对 几乎 所 有 的 xER' ,ELF>> zj 均 可 测 。 

(I) 由 定理 4.2.2, 即 知 太 为 下 上 的 ( 非 负 > 可 测 函 数 。 

定理 证 毕 。 


四 、 证 有 明 Fubini 定理 的 基本 工具 


Fubini 定理 是 实 变 函 数 中 最 重要 的 定理 之 一 。 对 它 的 证 明 过 程 , 必 须 搞 透 , 从 
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而 为 该 定理 的 熟练 运用 打下 基础 。Fubini 定理 是 在 一 个 已 知 条 件 下 证 明 三 个 结 
论 。 仔细 分 析 这 个 证 明 过 程 可 以 看 出 ,这 三 个 结论 的 证 明 ,实际 上 都 是 下 面 的 三 个 
基本 命题 或 者 说 三 个 基本 工具 的 逻辑 组 合 。 因 此 ,掌握 好 这 三 个 基本 工具 ,是 学 好 
下 面 Fubini 定理 证 明 的 必 不 可 少 的 前 提 。 预先 把 这 三 个 基本 工具 搞 透 ,那么 该 定 
理 的 证 明 思路 即 一 目 了 然 ,甚至 读者 自己 即 可 将 证 明 作 出 。 因 此 ,在 本 段 中 ,我 们 
首先 建立 这 三 个 基本 工具 , 即 下 面 的 命题 1,2,3, 其 中 除 命题 2 需 引 人 一 个 简单 概 
念 外 ,命题 1 和 命题 3 均 为 已 有 结果 的 直接 推论 。 为 保证 这 三 个 基本 工具 的 完整 
性 ,对 个 别 已 有 结果 , 稍 作 重 复 。 

(i) 由 定理 5. 4.2 及 函数 可 积 性 定义 ,直接 可 得 ， 

命题 1 设 忆 为 R" 中 之 可 测 集 ,f 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 

f 在 E 上 可 积 >mG(E,f) < 十 %， 


| .faz = mG(E,/)。 


(ii) 设 FrCz,y) 为 R "上 的 非 负 函 数 ,将 /f(x,y) 的 下 方 图 形 G(R*™, 了) 简 记 
为 G, 则 
G= {(r,y,2) :TER?,yER' ,ZER' ,0 Cz Jry))。 
这 样 ,VY zo。ER?, 按 截 口 之 定义 , 即 有 
G, = {(y,2):yER’,zER’ (ro ,yz) EG)} 
= {(yy2):yER',zER',0 Cz fro,y))., (4) 
下 面 我 们 对 函数 f(z,y) 引入 一 个 简单 概念 。 
定义 5.4.2 设 f(r,y) 为 Rr'* 上 的 非 负 函 数 ,zo。ER?, 则 称 函 数 
flxosy), YER’ 
为 函数 f(x,y) 当 xz = 二 xo 时 的 截 口 函 数 ,或 简称 为 截 口 , 记 为 f(y)。 
类 似 , 若 yxER?*, 则 称 函 数 
COzy)， XER? 
为 函数 f(x,y) 当 yy 二 yo 时 的 截 口 函数 或 截 口 , 记 为 f%* (x)。 
按 此 定义 ,对 于 f(x,y) 的 截 口 AP (y) 的 下 方 图 形 , 我 们 有 
G(R?，FCzoyy)) 
= {(y,z):y ER’,zER',0 Cz flr,y)), (5) 
由 式 (4) 和 式 (5) ,我 们 即 有 : 
命题 2 设 /(r,y) 为 Rof 上 的 非 负 函 数 ,VY xoER’, 均 有 
G, = G(R’,f, (y))。 


| 175 


| 
i 实 变 函数 


妈 : 非 负 函 数 F(z,y) 的 下 方 图 形 的 截 口 等 于 其 截 口 函数 的 下 方 图 形 。 
(iii) 对 非 负 函数 f(x,y) 的 下 方 图 形 G, 用 截 口 定理 及 其 推论 1 ,直接 可 得 ; 
命题 3 设 f(r,y) 为 R2 上 的 非 负 可 测 函 数 , 又 设 其 下 方 图 形 G 满足 mG 
< 十 ce, 则 G 的 截 口 测 度 函 数 mG, (xzER?*) 具有 性 质 ， 
1) 在 R* 上 可 积 ; 
2) 几乎 处 处 有 限 , 即 mG. << 十 co2， a.e. 于 R?; 


3) | mG,dr7 = mG .。 
Re 


五 、Fubini 定理 


定理 5. 4.3(Fubini 定理 ) 设 flzryy) = f(wW)(u 一 (x,y)) 为 Rr*r'* 上 的 可 积 
函数 , 则 
(i) 对 几乎 所 有 的 xER? , 截 口 函数 广 (?) 二 Arz,y) 关 于 y 为 R 上 的 可 积 函 数 ; 


(ii) 函数 
g(xX) = | flr,sy)dy 
R9 
为 R* 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 积 函 数 ; 
(ii | ,fdu = | .dz| flr, ydy. (6) 
证 明 


CI) 设 /f(x,y) 为 R ”上 的 非 负 函数 。 
证 (iD :由 以 下 逻辑 关系 ,CD 即 得 证 : 


Ja) 在 R 和 上 zy) 关于 y 在 了 Rs 
可 积 上 可 积 ,a.e. 于 R? 


| (命题 1) ] (命题 1) 


-。 [mG ol >, mGRe, fy)) Ho 
me < 二 |( 命 题 3)| 。。 于 Re |( 命 题 2) we 于 Re 
证 iD ;由 (iD ,g(z) 在 Re 上 几乎 处 处 有 定义 ,这 样 ,对 几乎 所 有 的 xER* ,有 


g(xX) 一 | fdy 


= mG(R’, f(z,y)) (命题 1) | 
一 ICG，。 (命题 2) (7) 
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男 一 方面 ， 
，f(w) 在 Ross 上 可 积 
mG 一 十 co (命题 1) 
一 >mG, 在 R 上 可 积 (命题 3) 
一 > g(x) 在 R* 上 可 积 。 ( 式 (7)) 
证 (iii) ， 
(xz)dz 
RpA4 

一 mG (命题 1) 

一 | mcadz (命题 3) 

一 | ecodz ( 式 (7)) 

一 | .az| rezyay。 


CI) 设 f(x,y) 为 有" 上 的 一 般 可 积 函 数 。 

由 在 R*™* 上 f(z,y) 可 积 , 故 f*(x,y) 和 f(x,y) 均 可 积 , 因 而 ,由 ( 工 ) 知 ， 
对 于 广 Cz,y) 和 广 (x,y), 定 理 的 结论 (i),(ii) 和 (ii) 均 成 立 。 

证 (0): 

fi(rzyy) 和 f(x,y) 在 Rr? 上 均 可 积 

一 > 对 几乎 所 有 的 XER?,f*(x,y) 和 了 (x,y) 均 关于 yy 在 Rr 上 可 积 

= 一 > 对 几乎 所 有 的 TER?* ,f(x,y) 关于 yy 在 Rr 上 可 积 。 

证 (ii) : 

g(x) = | er)dy 


一 | f+)dy—| f(x,y)dy, 
及 R9 
由 ( 工 ) 知 , 右 端 两 项 均 为 Re 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 积 函 数 , 故 g(x) 亦 然 。 
证 《iii) : 
,fl(u) du 


R? 


| 
= ,fdu— | Code 
|， 


l 


p 
户 


dz| cz)dy 一 | dz| f (ry)dy 
Re R? R? 
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4 
i 


i | 
| ， J 


i 实 变 函 数 


= | [frydy— | ,fy dyldr 


一 | .dz| sf dy. 

下 面 的 定理 5. 4.4 是 关于 非 负 可 测 函 数 的 Fubini 定理 。 

定理 5.4.4 若 .F(z,y) 为 Re 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 

(iD 对 几乎 所 有 的 zxER* , 截 口 函数 广 (?) = f(z,y) 关于 yy 为 R? 上 的 非 负 可 
测 函 数 ; 

(ii) 函数 

gCz) 一 | fC ydy 

为 R* 上 的 几乎 处 处 有 定义 的 非 负 可 测 函 数 ; 

(iii) | ,sf du 一 | dz| ,rczsyydy。 


该 定理 的 证 明 过 程 与 定理 5. 4. 3 类 似 , 但 更 为 简单 , 故 将 其 证 明 留 作 习 题 。 在 
此 , 仅 提 一 点 ,该 定理 的 证 明 过 程 实际 上 也 只 是 以 下 三 个 基本 工具 的 逻辑 组 合 ,这 
三 个 基本 工具 即 : 

命题 1 即 定 理 5.4. 2。 

命题 2 即 命 题 2。 

命题 3 ” 截 口 定理 当 五 为 非 负 函数 A(z,y) 的 下 方 图 形 G 时 之 特例 。 

由 定理 5.4.3 和 5. 4. 4, 可 推 得 以 下 关于 累 次 积分 交换 积分 次 序 的 推论 。 

推论 2 车 f(z,y) 在 R2… 上 非 负 可 测 或 可 积 , 则 

| dz| rezpay= | ay| ,ferrydr = | rcodu。 

注 2 由 定理 5.4.3, 定 理 5. 4.4 和 推论 2, 可 以 看 出 ,对 (L) 积 分 而 言 ,在 将 重 

积分 化 为 累 次 积分 或 者 交换 累 次 积分 的 积分 次 序 时 ,所 需要 的 条 件 仅 是 非 负 可 测 


或 可 积 , 而 这 种 条 件 已 弱 到 不 能 再 弱 的 地 步 。 由 此 可 见 , 与 (R) 积 分 相 比 , 在 作 这 些 
运算 时 ,(L) 积 分 是 何等 简便 。 


1. 设 [0,1] 上 的 Dirichlet 函数 为 D(Cz),Riemann 函数 为 R(x) , 求 | DT dr 


和 | RCz)dz。 
[0.1] 
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2. 设 ECR" ,mE < 十 o,f(z) 是 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 非 负 可 测 函 数 ,6 二 0。 
在 L0, 十 co) 上 作 分 划 : 
0 一 yo < yy < … < Yr < Yetl < < 十 co -> 十 co 。 
满足 
Yr — Ye LO, k=0,1,., 
车 令 
EF, = {rEE.:y, f(r) < yn}s k=0,1,2,.…, 
求证 :f(z) 在 互 上 可 积 的 充 要 条 件 为 
DPD) ym E, < 十 co， 
且 此 时 有 
lim ym E, = | f(z)dz, 
3. 证 明 ; 当 mE 一 十 2 时 ,EE 上 的 非 负 可 测 函 数 f(z) 的 积分 | f(z)dz < 十 o% 
的 充 要 条 件 是 | 
2 2mE[Lf > 2] < 二 co。 
4. 设 mE < 二 00,El 'E; ， 是 五 的 m 个 可 测 子 集 , 正 整数 之 m。 证 明 ， 
车 玉 中 每 一 点 至 少 属于 个 Ei, 则 3i,l1 <<i<n, 使 mE, 之 和 mE， 
5. 设 f(z) 为 上 的 可 测 函 数 , 证 明 : Ya >> 0, 均 有 


mE[|f| 宇 4a] < | 17czyldz， 
mELf 之 aj 专 | ef/ dx。 
e E 


6. 证 明 $ 5. 2 之 推论 1。 
7. 证 明定 理 5.2,8。 
8. 证 明定 理 5.2. 9。 
9. 证 明 $ 5.2 引 理 1。 
10. 设 mE 一 十 oo,f(x) 在 EE 上 可 测 且 几 乎 处 处 有 限 , 令 
E, = Elzx:n—1< f(z) <nj,， n=0, 圭 1, 十 2,…。 
证 明 :f(zx) 在 五 上 可 积 的 充 要 条 件 为 


> ) |nlmE, <+ oo。 
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| sa 


~ 


11. 证 明 : 
0) sx 在 (0, 上 ce) 上 不 可 积 ; 


(ii 二 在 (0,1) 上 不 可 积 。 

12. 设 

1 mE 一 十 oo; 

2° fa (x) ,nNn 一 1 2，… 均 为 五 上 的 可 积 函 数 ; 

3" 在 已 上 ,Fi(z) f(r)。 

证 明 :f(x) 在 EE 上 可 积 ,有 是 

| flr)dr = lim| fur) dr 
E 天 -下 2 已 


13. 设 mE < 十 co ,证 明 ， 


在 E 上 ,fC7)20 < > lim| -ID dr-o， 


im|, 1 十 | PCz)| 
14. 设 f(x) 在 EE 上 可 积 , 又 
e, = E[|f| 守 7]， nC 二 1,2,"， 
证 明 ;limn(me,) 一 0。 
15. 设 FF 是 可 测 集 KE 上 的 可 积 函 数 族 ,满足 
sup| [f(zx) |dr <++ ce。 
7EF JE 
证 明 :F 是 其 积分 具 等 度 绝对 连续 性 的 函数 族 的 充 要 条 件 为 :Ve>>0,3NEN, 使 


sup | FGz)|dz 委 se。 


JEFv ELI /|>N] 


16. 证明: 


lim| 一 至 一 一 1。 
nom (004on) (1 士 二)o87 


17. 设 f(z) sn 二 1,2,… 均 为 下 上 的 可 测 函 数 ,满足 


oe 


3) fc) | dz < 十 co。 


证 明 : 
G) 了,(z) 在 下 上 几乎 处 处 绝对 收敛 且 其 和 函数 在 下 上 可 积 ， 


a oo 


oo [Dp — Df dr. 
En=1 


好 一 n=1 
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18. 设 f(r,t) 当 |i 一 | 二 6 时 是 x 在 [a,6] 上 的 可 积 函 数 ,并 且 存 在 常数 
k& > 0, 使 


FERRE SAA 
证 明 : 
df =- 2 
呈 | fcz,pdz= ， Ff TD dr 


19. 证 明 $ 5.4 中 截 口 的 性 质 1 ~ 5。 

20. 设 f(x) 在 Rr 上 可 积 ,g(y) 在 Re 上 可 积 ,证 明 :J(z)g(y) 在 Refe 上 可 积 。 

21. 设 f(x,y) 在 Rr*'* 上 非 负 可 测 , 且 VYVxER?*,f(x,y) 在 Rr* 上 几乎 处 处 有 限 ， 
证 明 : 对 几乎 所 有 的 yER’',f(x,y) 在 R 上 几乎 处 处 有 限 。 
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Lebesgue 积 分 与 
微分 的 关系 


在 数学 分 析 中 .我 们 已 知 ,对 于 (R) 积 分 ,积分 运算 和 微分 运算 互 为 逆 运 算 , 即 
有 以 下 两 结论 : 
(i) 设 f(x) 在 [a,bj] 上 连续 , 则 


AOERY = f(r), Vrefa,b], (1) 
(iD 设 f(x) 在 Lu, 门 上 可 微 , 且 f(x) 在 Fa.,5] 上 (R) 可 积 , 则 
[fa = fn — fa), VrE[a,b]。 (2) 


本 章 目 的 就 是 证 明 , 对 于 (LL) 积 分 ,积分 运算 和 微分 运算 也 互 为 逆 运 算 , 即 也 
有 类 似 于 上 面 式 (1) 和 式 (2) 的 两 个 结果 ,但 在 理论 上 却 深 入 得 多 。 

本 章 中 ,首先 要 深入 研究 三 种 函数 , 即 单调 函数 .有 界 变 差 函数 和 绝对 连续 孙 
数 ,然后 在 此 基础 上 ,再 来 建立 (L) 积 分 和 微分 的 内 在 联系 。 

本 章 中 的 区 间 [a,bj 均 为 有 限 闭 区 间 . 并 像 前 面 一 样 作 如 下 规定 : 当 f 在 [a.5] 


上 (L) 可 积 时 ,将 | fdx 记 为 | /dr. 且 此 时 记 


[La 


| far 一 一 [yk 
b 在 


$6.1 单调 函数 的 微分 性 质 


本 节 中 所 谈 的 单调 函数 , 均 为 不 严格 单调 实 函 数 。 关 于 单调 函数 的 连续 性 质 ， 
在 第 一 章 中 我 们 已 经 知道 ,单调 函数 的 不 连续 点 至 多 成 一 可 数 集 。 本 节 中 我 们 将 
深入 研究 单调 函数 的 微分 性 质 ,建立 关于 "单调 函数 几乎 处 处 可 微 ” 的 “Lebesgue 
定理 ”。 为 此 首先 建立 “Vitali 覆盖 定理 ”, 作 工具 上 的 准备 。 
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一 、Vitali 覆盖 与 Vitali 覆盖 定理 


定义 6.1.1 设 ECRI,I= {1) 为 R' 中 的 其 长 度 大 于 零 的 闭 区 间 族 ,着 Vz 
EE,Ve > 0,3j1E1, 使 得 
x€EI,HB|I|<e, 
则 称 1 是 E 的 一 个 Vitali 覆盖 。 
定理 6.1.1(Vilali 覆盖 定理 ) 设 ECR', 且 mE < 十 co,I1 为 玉 的 一 个 Vitali 
覆盖 , 则 Vs > 0, 均 存在 I 中 的 有 限 个 两 两 不 交 的 闭 区 间 
Ti 
使 得 
m* (E\ UI) <e。 (1) 
证 明 
(1) 由 mre*E 一 十 ce 和 定理 3.4.7, 存 在 开 集 G 沪 E, 且 mG 一 + ce。 因 G 之 开 
集 性 , 故 工 的 子 族 
{I:ITEI,ICG)} 
仍 为 EE 的 一 个 Vitali 覆盖 , 故 以 下 不 妨 设 
ICG, Vlel, 
(I) 任意 取 定 实数 es > 0。 
任 取 五 EL, 若 已 有 
m* (E\1)<e, 
则 定理 已 证 得 。 若 
m* (E\L) 之 €, 
则 再 选区 间 I 。 下 面 我 们 用 归纳 法 选 出 后 面 的 区 间 。 
设 了 下, 了 和 光 已 选 出 。 若 


m* (E\ UD) <e, 
则 定理 已 证 得 。 车 
mr (E\ UI) >e, 
则 因 EE\ UT 关 慷 , UT 为 闭 集 及 I 为 忆 的 Vitali 覆盖 ， 
‘I.I€EI,INT 一 Ci 一 1 2,…y 7)} 天 他。 


令 


G， 一 sup{ |I| :TELIINT; 一 Gi 一 1 ,2,…' ,7)}， 
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4| 实 变 函 数 


则 
0< 0 乏 mmG 一 十 co。 
从 而 可 取 :EL 使 得 
Ll= YG, i=1,2,,n, 


1 
[Lr | > Tore 


假如 L ,1 °° Tr 仍 不 满足 定理 之 要 求 , 则 归纳 原则 说 明 ,此 程序 可 继续 进行 。 


m’ (E\ U1) <e. 


(2) 


( 即 上 述 程序 不 会 任意 多 步 地 进行 下 去 。 ) 这 样 ,I »T2 0 , 即 已 满足 要 求 ， 


定理 即 已 得 证 。 
我 们 用 反 证 法 。 假 如 不 然 , 则 可 得 工 中 的 一 闭 区 间 列 
1 1 
满足 :VnEN, 均 有 
1) {IT:TELINT = 2 ,i= 1,2,…,n) 关 2， 
6, = sup{ |1| :TELINT = ,i = 1,2,..…,n}, 
0<6,mG 一 十 co 
2) 诸 1 两 两 不 交 , 且 


| Tn |> F603 


3) m (E\ UI) >e, 
那么 ,由 


得 


> [| = m( U1,) mG << 十 co 。 
n=1 n=1 


因而 可 知 ， 习 no EN, 使 得 
>) | 五 | 到 二 。 


nn 十 ] 


下 面 证 明 : 该 n。 即 满足 式 (2) 之 要 求 。 
(i 由 式 (5) 和 (7), 有 
6 2|Ln|, n= 1,2,.…, 


184 ? 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(9) 


: AS 
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I,|— 0(n— oo), (10) 
故 
6, > 0(n 一 co)。 (11) 
(Gil YITEI, 3n EN ,使 得 
INI, 2。 


事实 上 , 因 |1| 汪 0,6, 一 0, 故 3 mEN ,使 得 6, 二 |, 则 由 6 之 定义 ( 式 (3))， 
jn EN:1 之 nn 委 m ,使 得 7 六 产儿。 
(ii) Vza > 以 z 表 了 之 中 心 , 令 


研一 (x 


5 
A 
即 为 1 保持 中 心 不 变 ,其 长 度 放 大 5 倍 之 开 区 间 。 则 
5 ||=5 5S) |1,|<=e。 (12) 
n=notl n=notl 


(iv) 证 : VrEE\ Ul, jn(z) 这 no ,使 得 
XE 


首先 , 当 xEE\ UT, 时 ,同样 因 U1 为 闭 集 ,G 为 开 集 及 1 为 EE 之 Vitali 覆 盖 ， 
故 了 1El, 使 得 
rEIINT, = YG, n=1,2,,no, (13) 
另 一 方面 ,由 (i) ,3nEN, 使 得 1Nn1, 了 多, 我 们 取 
n(z) = min{n:INT, A 2}。 
由 n(x) 之 定义 和 式 (13), 有 


IT 站 To 天 他， (14) 
INI, = GB, n= 1,2,.…,.n(r)—1, (15) 
MX) > no。 (16) 


这 样 , 由 ne)—1 之 定义 及 式 (9), 有 
1T[ 委 So < 2|1, o (17) 
由 此 , 任 取 a€EIN Tn ， 以 rnc 表示 Ties 的 中 心 , 则 


|z 一 zuop| 委 1z 一 el 十 | 一 zwo| 


1 
< [| 十 读 


Ln | 
< FI | ， ( 式 (17)) 


故 得 
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XE o 
(v) 由 (iv) 之 结果 , 即 知 


E\ULC ULE. 


nng 


m (E\UI < 3 EI<e (Ra2)) 


?一 mo 十 1 


即 式 (2) 成 立 。 
定理 证 毕 。 


二 、Lebesgue 定理 
1. 关于 极限 


设 plh) 是 在 h 二 0 的 某 邻 域内 有 定义 的 实 函 数 。 由 数学 分 析 知 ,gp(4) 在 一 


0 处 存在 如 下 的 右上 , 右 下 .左上 和 左下 四 个 极限 概念 ， 
limg(h) = = lim sup ph), 


全 >0 0<h< 
Jim) 一 一 lim sinf ph), 
limgCh) 一 lim _Sup ,2 (有 )， 
lmp(h) 一 一 lim nf ph), 
其 中 8 二 0。 四 个 极限 的 值 或 有 限 或 士 co 。 
同时 ,由 数学 分 析 知 , 有 以 下 两 结论 成 立 。 
引 理 1 limg(h) 委 limg(h) ， 


8 一 0 二 
limg(h) < limg(h), 
二 ho 


引 理 2 


limg(h) = limg(h) = limg(h) 二 limp(h), 且 均 为 有 限 数 


he0+ ho0t 0 二 


< 一 > limg(h) 存在 且 为 有 限 数 。 
且 此 时 ,limg(h 即 为 pi 在 h 一 0 处 的 这 四 个 极限 的 共同 值 ， 
由 上 述 四 个 极限 之 定义 ,不 难 证 得 : 
引 理 3 
jimep(P) 一 = limg(h) 一 limg(h) 一 一 limg(h) 一 士 ce 


下 -0 十 和 0 一 


二 > limg(h) 一 土 co (其 中 <-> ”两 端 同时 为 + co 或 一 co)。 
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由 引 理 2 和 引 理 3, 即 得 : 
引 理 4 
limg(h) 一 = limg(h) = limg(h) = = jimg(P)( 为 有 限 数 或 士 c) 


< limg(h) 存在 (为 有 限 数 或 士 c")。 
2. 关于 导数 


定义 6.1.2 设 xoER ,f(x) 为 在 xz 的 某 一 邻 域内 有 定义 的 实 函 数 。 令 
十 hh) 一 f(xo) 
h 9 


Dr Foz) = lim 到 ma 
万 一 (十 


D, f(xo) = lim 《xo 十 包 一 六 ze) 


D fr) = lim 和 ， 


D_ fx) = lim 


h—0— 


fxot h)— f(xo) 
万 o 


分 别称 为 f(z) 在 ze 处 的 右上 导数 、 右 下 导数 、 左 上 导数 和 左下 导数 。 
为 清楚 起 见 ,我 们 明确 以 下 关于 导数 .导数 存在 以 及 可 微 性 概念 。 
定义 6.1.3 设 roER'，Az) 为 在 zo 的 某 邻 域内 有 定义 的 实 函 数 .。 若 极限 
m fo 二 人 一 f(xo) 


存在 (为 有 限 数 或 土 2o), 则 称 函 数 jo 处 导数 存在 ,并 称 该 极限 为 f(x) 在 
ze 处 的 导数 , 记 为 f(xo)。 车 (zo) 为 有 限 数 , 则 称 f(x) 在 zo 处 可 微 。 

按 此 定义 , 若 函 数 f(z) 在 ze 处 的 导数 存在 , 则 未 必 可 微 。 由 以 上 关于 极限 和 
导数 的 各 个 定义 及 引 理 ,很 易 证 得 以 下 各 引 理 , 故 均 由 读者 自 证 。 

引 理 5 

() D_ foro) Df ro), 

Diflzxo) < Df ro); 
(ii 在 ze 的 邻 域内 , 令 


gCX) 一 一 f(— 7x), 
则 g(x) 在 一 ze 的 某 邻 域内 有 定义 , 且 有 
D flzxo) = Dt g(— zxo), 
Diflxo) = DD g(xo), 
引 理 6 
D_flxo) = D f(xo) 二 Dif(xo) 一 DiFGzo)( 为 有 限 数 或 士 co) 
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< 了 1(zo) 存在 (为 有 限 数 或 士 co)。 
引 理 7 
(iD 若 
D_flxo) < ， 
则 V6 > 0,]h,0 过 hh 过 65, 使 得 


flzxo—h)— fxro) 
—h 


5。 
(ii 若 
D' f(xo) > rs, 
则 Vs6>0,310 过 7 过 6, 使 得 
fxo tO 一 Frzo) 
1 


> 7。 


3. Lebesgue 定理 
定理 6.1.2(Lebesgue 定理 )” 若 f(x) 为 La,bj] 上 的 单调 函数 , 则 
(i) f(x) 在 La,6] 上 几乎 处 处 可 微 ， 
(ii) 了 A(z) 在 [a,5] 上 可 积 ; 
Cii) redz|s | Fo) 一 Fa)|。 
证 明 ”不 妨 设 f(x) 在 [a,b] 上 单调 增加 。 
(TD 证 : 
Dr Foz) Dflrx), a.e. 于 [a,b], (18) 
令 
El 一 {x:Dif(x) > D f(r),a < zo}, 
又 令 G 表示 全 体 正 有 理 数 所 成 之 集 。Y r,sEQ' , 令 
E,., = {xz:Dif(x)>r>s>D f(r),a < ro), 
则 显然 
E= UE,,. (19) 
任意 取 定 r,sEQ' ,下 面 证 明 
mE,, = 0。 (20) 
若 不 然 , 则 必 有 m*E,., > 0。 
任 取 实 数 e > 0。 由 定理 3.4.7, 存 在 开 集 GDDE,.,, 且 
mG < (+em’kE,.,, (21) 
以 下 通过 作 两 次 Vitali 覆盖 证 明 式 (20) 成 立 。 
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— 0)YxEE,.,;, 因 
D f(x) < yy， 
故 由 G 之 开 集 性 和 引 理 7, 必 存在 h 汪 > 0, 使 得 以 下 两 式 同时 成 立 ， 
fA 一 


Lz 一 Arz]CG。 
令 


= {zh lrEE,. HE HD sz hCG), 


则 了 工 为 E,,, 的 一 个 Vitali 覆盖 ,由 定理 6. 1. 1 必 存 在 工 中 的 有 限 个 两 两 不 交 的 区 
间 : 


[zi —hi ,1 ] ,Lz —h, ,X29 Lh 一 大 ,Xe ]， 


使 得 
m* (E.\ UL —h,xi]) <e, (22) 
且 以 下 各 式 成 立 : 
fx) — fri—h) < shisi = 1,2,.,k, 
2 =mCU[z 一 hisx])) mG < +eomE,,,, (23) 
4 ， 
Sf fr he Dh st mE,,. 
又 ,注意 到 
Es = (Es NCU Lz hz) UE UL — hr]), 
故 
mE,. <m (E,. NN CULz, — hi,zi])) + m’ (E,\ ULz, —h;,7x,])。 
因而 当 令 
S = ENCU (ri—hin)) 
时 , 则 由 上 式 及 式 (22) ,有 
mS >m’E,,—m’* (E,\ Uz —h,,x;j) 
> 1 "下 -一 E。 (24) 
(i 让) 由 SCE,,, 故 VyES, 均 有 
D'f(y)>r, 
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由 S 之 构造 和 引 理 7, 必 存在 ! > 0, 使 得 以 下 两 式 同 时 成 立 : 
Lt 0— A ~ y, 


[yyy 十 中 性 某 (x; 一 hi,x;)， 1 委 :!< 委 4。 
令 


L = ([y,? 十 口 byES, 大 2 全 二 大 2 > r， Ii1 之 i 之 ,使 得 


[yy,y 十 站 CCz 一 六 zi))。 
则 王 为 S 的 一 个 Vitali 覆盖 ,再 由 定理 6. 1. 1 必 存 在 I 中 的 有 限 个 两 两 不 交 的 区 


[yi sy tT bh] Lys ,yz 二 Lj ,Ly oy 二 4]， 
m* (S\ ULy,y, 十 1) < 二 e， (25) 


fyitt)— fy) > j= 1,2,.%,t, 


> [Fw t+) — fy >ro (26) 
j=1 i=! 
注意 到 
SCCU Ly 十 2]) UCS\U[y ,yi + 6])， 


m*S < 去 m(U[y 9 十 站 ) 十 m* (S\ UEy, ?Ji 十 4])。 
由 式 (25) 和 (24) 有 
>)0 = mCU [yy t+6)>mS—e> mE.,— 2 
j=1 1 
从 而 由 式 (26) 即 得 


DLf Oy t+) — fy > romE,., — 2e). (27) 
j=1 


2 


另 一 方面 ,由 f(r) 的 单调 增加 性 ,每 一 [y， oj 十 4,] 均 含 于 某 (z， 一 六 si) 中 9 
由 此 及 式 (23), 即 有 


Ef tl) of SE Lr) — for ~—hi)] 


< s(l+e)m’E,.,, (28) 
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结合 式 (27) 和 (28) ,可 得 


rm E,,, — 2e) < s(l e)m’*E,,,, 
令 e 一 0, 有 
rm’*E,, < sm’kE,,,。 
这 样 ,由 7 s, 即 知 m*E,,, = 二 0, 从 而 有 mE,,. 一 0, 即 式 (20) 成 立 。 
这 样 ,由 Ei 之 构造 , 即 得 mE 二 0, 即 式 (18) 成 立 。 
(了 ) 证: 
D f(x) SD fr), a.e, 于 [a,b]。 (29) 
令 
F,= {x:D f(x) >Drz)a< 工 < 站， 
又 令 
g(CZ) —=— f(— x),， 
则 g(xz) 为 [一 56, 一 aa 上 的 单调 增加 的 函数 。 令 


E, = {zx:Dig(x) > D_g(z -5< 工 < 一 oa)， 
则 由 (了 ) 知 
mE, 一 0。 
由 引 理 5(ii), YzxELas 媚 ,有 
D f(r) = D'g(—zx), 
Diflx) = Dg(— x)。 
因而 
EE, > —zEF,, 
故 根据 第 三 章 习题 34 知 EE 即 为 Es 之 反射 , 且 
m*FE; = m*E,, 
从 而 知 ,mEs = m*E; = 二 0, 即 式 (29) 成 立 。 
(了) 由 引 理 5(D 及 式 (18) 和 (29), 可 得 
D f(r) ED fr) ED fC) D'S) 
CD f(r), a,e. 于 [a,b], 
故 得 
D flx) = D f(r) = DGz) = D'f(x), a.e. 于 [a,6], (30) 
(NN) 由 上 式 及 引 理 6 知 , 了 (zx) 在 [a,5] 上 几乎 处 处 存在 。 令 


f(r) = zz 十 一 ) — Flz)]，VYzE[a 归 人 二 1,2， 
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了 实 变 函数 
(此 处 规定 ; 当 x 汪 5 时 ,f(x) = f(5))。 因 单调 函数 均 可 测 , 故 f(x)(n = 1,2， 
…) 均 非 负 可 测 , 且 
lim f(x) = f(x), a.e. 于 [a,b]。 
从 而 由 Fatou 引 理 即 得 


b b 
| reoazs lim| fx) dr 


_ lima[| f(z 十 二 )dz 一 | /Cdz] 


人 二 att 
一 iima[| fcrdr—| flr)dzr] 
ns 6 在 


= f(b) — ia) fr)dz 
< fb) 一 fa) 一 十 co。 
由 此 即 知 ,了 '(x) 在 [a, 刀 上 可 积 ,县 几乎 处 处 有 限 , 从 而 知 f(x) 在 [a,5] 上 几 
平 处 处 可 微 。 至 此 ,本 定理 之 结论 (i),(ii) 和 (Giii) 均 已 证 得 。 定理 证 毕 。 
注 1 我 们 以 反例 对 Lebesgue 定理 的 结论 作 以 下 讨论 。 
1° 结论 (i) 不 能 改 为 “f(x) 在 [a,6] 上 处 处 可 微 ”。 反 例如 下 : 
设 EC(la,b),mE 二 0。 在 [a,b1 上 ,我 们 将 造 一 函数 f(x) ,满足 :在 La,b] 上， 
f(x) 连续 单调 增加 , 且 
f(x)=+oo, VrEE, (31) 
VnEN, 取 开 集 G, 沪 E, 使 得 


mG, 之 辫 。 
构造 函数 列 
fx) = ml[La,zxjf\G,), YrE[La,b], n= 1,2,.…,， 


则 在 [a,6] 上 f(z)n 二 1,2,…) 显然 满足 : 
1) f,(x) 非 负 单调 增加 ; 


2) .Cz) | 过 挛 ， 7 一 1,2，…; 


3) FPCz 十 和 一 太 Cz) 扫 | ( 当 |h| 充 分 小 时 ); 
4) f(x) 为 连续 函数 。 


f(r) = SD) fz), YrE€ELa,.bl, 
用 一 二 
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则 易 知 f(x) 为 [a,6] 上 的 连续 单调 增加 函数 。 
任 取 xEE 和 mEN。 取 |h| 充 分 小 ,使 得 
[zx;x 二 hlC[lab], 
Ex,7z+hICG,, n= 1,2,.,m, 
因而 容易 推 得 


fxrith) flr) 
h 


1, n= 1,2,.",m, 


也 不 难看 出 


f+ fn > > {+ fe) i 
故 得 式 (31)。 
2° 结论 (iii) 不 能 改 为 * 二 ”。 我们 取 所 谓 “Cantor 函数 "9(z) 作 为 其 反例 。 
Cantor 函数 @(z) 的 构造 如 下 : 
像 在 第 二 章 中 一 样 ,我 们 仍 用 C 表示 Cantor 集 ,用 C 表示 Cantor 开 集 。 


(IT ) VnrEN, 在 Cantor 开 集 G 的 第 步 所 保留 的 开 区 间 


上 定义 B(z) 的 值 分 别 为 
工 .3 .2 一 1 
2 2 
(有 ) 令 
@(0) = 0， 
9(1) = 1， 


Or) =.sup{O(1) :IEG Tr}, VrEC\(0,1}, 
则 B(x) 具有 人 性质: 
1) 为 [0,1] 上 的 单调 增加 函数 ; 
2) 9 (rz) 王 0， VzEG， 
故 
9'(z) =0，a.e. 于 [0,1]; 

3) 其 值 域 在 [0,1] 上 稠密 ; 

4) 为 L0,1] 上 的 连续 函数 。 

我 们 仅 证 4)。 事实 上 , 若 3zoEL0,1], 使 得 B(z) 在 -处 不 连续 , 则 由 BCz) 之 
单调 性 , 开 区 间 (@(zo 一 0) ,9(z 十 0)) 必 非 空 , 且 不 含 B(z) 的 值 域 中 的 任何 点 。 
这 与 性 质 3) 矛盾 。 
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了 4| 灾变 函数 


[4 


由 1)， 
] 
| .e'czdz =0<1=08()—0(0)。 


该 反例 即 说 明 ,即使 连续 单调 函数 ,也 不 能 保证 Lebesgue 定理 的 结论 (iii) 的 
等 号 成 立 。 


$6.2 ”有 界 变 差 函 数 


本 节 冰 述 有 界 变 差 函 数 的 概念 和 性 质 , 为 下 节 研 究 绝对 连续 函数 做 一 些 准备 
工作 。 有 界 变 差 函 数 在 历史 上 是 为 了 描述 可 求 长 曲线 而 被 引入 的 。 这 一 函数 概念 
有 具有 单调 函数 所 具有 的 重要 性 质 : 几 乎 处 处 可 微 , 导 函数 可 积 ; 但 也 具有 单调 函数 
所 不 具备 的 一 些 重要 性 质 , 如 线性 运算 的 封闭 性 等 。 因 此 ,有 界 变 差 函 数 类 在 分 析 
中 占 重要 地 位 。 


一 、 有 界 变 差 函数 概念 


定义 6.2.1 设 f 是 [a,b] 上 的 实 消 数 , 任 给 La,b] 的 一 个 分 划 A: 
a=xo 达 Tb。 
令 


VO A = Ara) 一 GazD| 


并 称 之 为 函数 三 在 [a, 疏 上 关于 分 划 和 的 一 个 变 差 。 令 
VCP = sup{ VC,A):A 为 [a, 扫 的 分 划 } 
并 称 之 为 函数 f 在 [a,5] 上 的 全 变 差 。 车 
V7) 过 十 oo， 
则 称 f 为 [4,6] 上 的 有 界 变 差 函数 ,其 全 体 记 为 BV[a,6] 或 简 记 为 BV。 
注 1 设 太 为 [a, 拉 上 的 实 函数 ,由 以 上 定义 易 知 : 
(i) Vx,yELa,6j, 均 有 
Fn — FW1EVD 
特别 地 
[f(a)— fx) [<vn, 
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[ff | EV, 


1 Fo) 一 Fo 去 VCP。 


(ii) 设 A 为 [a,6j] 的 一 个 分 划 , 给 A 增加 分 点 之 后 得 一 新 的 分 划 A', 则 有 


VCA,A) < VC/,A)。 
引 理 1 设 为 Le, 引 上 的 实 函数 ,a < ec < 0, 则 

VD = VD +V(P，。 
证 明 
(I 了) 任 给 [a,cj] 的 一 个 分 划 Al: 

d= I0 和 T= 
及 Le,6j 的 一 个 分 划 A: : 
c= 人 A = b, 
则 得 La ,的 的 一 个 分 划 A: 
d= Tn = bb 
VFA) + VC A = VA) SV. 
由 A 及 As 之 任意 性 , 即 得 


VCP 二 VCP SYD. 
(I) 任 给 La ,的 的 一 个 分 划 A: 
C 一 0 << < << = b。 


: 


(1) 


(2) 


将 c 作 为 分 点 加 入 到 分 划 A 中 ,得 [a,5] 的 一 个 新 的 分 划 A'( 车 c 本身 即 为 A 之 


分 点 , 则 A 一 A), 同 时 也 得 La,cj 和 [c, 归 的 分 划 A! 和 A;, 则 由 注 1(ii) ,有 


b 6 ¢ 下 
VCFA) 生 VCFA) = VF,Ai) + Vf ,As) 


<VND+VD. 
由 A 之 任意 性 , 即 得 
VCP SVD HY, 
结合 式 (2) 和 (3), 即 得 式 (1), 引 理 得 证 。 


定理 6.2.1 设 a 二 cc 二 5b, 则 
JEBV[a,0] < fEBVLa,c],H fEBVLc,b]. 


(3) 
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证 明 这 是 引 理 1 的 直接 结果 。 
由 此 ,着 FEBv[La,O, 则 VzE[c,bo,FEBvra,zr], 称 函数 
Vr) = Vf), VYreE[a,b] 
为 f 在 [a,5] 上 的 全 变 差 函数 。 
推论 1 当 fEBVLa,b] 时 ,全 变 差 函数 V(r) 为 [a,5bj 上 的 非 负 增 函 数 。 
例 1 若 f 为 La,5b51 上 的 单调 函数 , 则 f€EBVYLa,6b6], 且 
VCP) = |f(6) — fw |， 
证 明 当 了 为 [a,b6j] 上 的 单调 函数 时 ,对 [a,] 的 任何 分 划 A, 均 有 
VO.A) = |f(6)— fla)l|, 
因而 
VC = | (0) — fl)|<+ oo。 
例 2 在 [一 1,1] 上 定义 函数 
( ) | 人 一 0， 
A(7) = 0， 工 六 0。 
则 fEBV[ 一 1,1]。 
证 明 ”注意 到 ,在 [一 1,0j 和 [0,1] 上 ,了 f 均 为 单调 函数 , 故 由 引 理 1 及 例 1, 即 有 
VN =VCPD 二 YCA) 
一 | Fo) 一 /一 LI+GD) 一 Fo 一 2 
即 AreEBvVf[ 一 1,1]。 
此 例 说 明 ,存在 非 单调 的 有 界 变 差 函数 。 
例 3 设 了 为 定义 于 [a,b5j 上 的 可 微 消 数 , 晶 3 M > 0, 使 得 
[If lM, vrel[a,b], 
则 易 知 /EBVLa,6b]。 
其 证 明 留 作 习 题 。 
例 4 在 [0,1] 上 定义 函数 


fl ) 人 0<x 委 1， 
办 一 


0， xX 二 0。 
则 FEBVL0o,1]。 
证 明 YnEN, 在 [0,1] 上 作 分 划 A,: 
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1 1 ] 1 
0< 击 研 w1 <F<T<1 
则 容易 验证 
\ 一 1 1 区 工 工 
V( 太 A) 二 1 十 广 十 + 二， 
故 得 


V7) 一 十 ce， 
即 AE BYV[0,1]。 
此 例 说 明 ,连续 函数 未 必 是 有 界 变 差 函数 。 


二 、 有 界 变 差 函 数 的 性 质 


定理 6.2.2 

(i) fEBVLa,b] 一 > 是 La,b] 上 的 有 界 函 数 。 

(ii f,g€EBV[La,b] 

一 > / 土 g,fg ,cfEBVLa,bj, 其 中 为 任意 实数 。 

证 明 

证 (D:YzE[a, bo ,由 注 1 得 

[fe | | f(x) 一 Fa) | 士 Lo 和 VCP 二 | Fa)|1< 十 co， 

了 之 有 界 性 即 得 证 。 

证 (ii) : 任 给 [a,6] 上 的 一 个 分 划 A: 

d=xo0 Xr =ob， 

则 


b La | 
VCF 士 g,A) = >， | (f(zin)t gx)) 一 (CCD) 土 g(x;))| 
2 i=0 


从 


Lm 

Df Orin) — flr)|+ |glrin) — gxi)1) 
b 

(f,A) 十 VCg,A) 


6 
=V 
6 ; 
和 VD 十 VCSE) < 十 co 。 


故 知 f 土 gE€BV[La,bj]。 
又 由 本 定理 之 结论 (iD ,存在 正 数 M 和 天 ,使 得 
| Foz)j 和 MgCz)| 入 天， VrE[La,b]。 
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于 是 ， 


6 nl 
VifgsA) = >)| firelrn) — flr)glz) | 
4 i=0 


n-] 
一 >», | fx) g(r) — f(xrir)g(r;) 十 f(riri)g(r,) — f(x) g(r)| 


+ 一 人 
La PP 一 1 
SMO gd) — gd) I+ KO | Cr 一 Foz)| 
i=:0 i=0 


pb 
MYV(e)+K VC 门 一 十 =c。 


故 知 fg EBVLa,b]。 


则 


因 当 在 [a,5] 上 ,h(x) 三 c 时 ,有 hEBVLa,6j], 故 知 hf = cf EBV[La,bj。 
定理 6. 2.3(Jordan 分 解 定 理 ) 

fEBV[a,b] < > 在 [u,b] 上 ,/ 可 表示 为 两 单调 增加 函数 之 差 。 

证 明 

证 “一 ”; 由 例 1 及 定理 6.2.2, 结 论 显 然 。 

证 “一 一 ”: 令 


U(r)= V(x)— f(x), YrELa,b], 


f(r) = V(x)— U(x), 
我 们 已 知 VCr) 为 La, 刀 上 的 单调 增加 函数 ,而 当 a 委 上 委 z 委 0 时 ,有 
UCz 一 UCz) =[VCr) 一 Fr 一 [VCz) 一 oz)] 
一 [VCz )— V(r]— [f(r )— f(z)] 


= VC 一 [rz 一 Fr) ( 引 理 1) 
0。 ( 注 1G)) 


故 U(Cz) 也 是 [a,65] 上 的 单调 增加 晃 数 。 定理 得 证 。 
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注 2 ”对 该 定理 之 必要 性 ,可 有 更 强 之 结论 : 

fEBV[La,b] 一 > 在 La,6] 上 ,f 可 表示 为 两 非 负 单调 函数 之 差 。 
证 明 留 作 习 题 。 

定理 6.2.4 若 /EBV[a,b], 则 

(i) 了 在 La,p] 上 几乎 处 处 可 微 ; 

(Gii) 广 在 Le, 如 上 可 积 ; 


h b 
ci | If Cx) 1dzr VP. 


证 明 ”由 定理 6.1.2 和 Jordan 分 解 定理 ,结论 (i) 和 (让 显然 。 下面 证 明 (iii)。 
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因 在 [a,5] 上 ,f(zx) 和 V(x) 均 几 乎 处 处 可 微 ,上 放 有 
1 (2) |= lima|Az 十 元) — f(z) 


rtl 
< limn V (7) ( 注 1G)) 
= Hmn[VCz 十 于) 一 VCz)] 
=V'(r),， a.e. 于 [a,b]。 
于 是 ,由 | 了 f(z)| 和 V(x) 的 可 积 性 , 即 有 
人 
| en laz<| V'Cz)dz 


Vb) 一 V(a) (定理 6.1.2) 
= V(b) 


= Vf), 
结论 (iii) 得 证 。 定 理 证 毕 。 


$6.3 ”绝对 连续 函数 


本 节 阐 述 绝对 连续 函数 的 概念 和 性 质 。 本 节 内 容 是 下 一 节 研 究 (L) 积 分 与 微 
分 的 关系 的 直接 基础 。 以 下 之 e,6,B 和 M 均 为 实数 。 


一 、 绝 对 连续 函数 概念 


定义 6.3.1 设 f 为 [a, 四 上 的 实 函 数 。 若 Ye >0,386>0, 使 得 对 于 [a,bj 上 

任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 : 
(ai ,bi1), Cas ,D2) sa, sb,), 
只 要 
Dl 一 Qi) 6, 
就 有 
> | fC66) — flai) | es (1) 

则 称 f 为 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 ,其 全 体 记 为 ACLa ,5] 或 简 记 为 AC。 
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注 1 在 上 述 定义 中 , 仅 将 式 (1) 改 为 
[Be 一 FaD))| 一 e， (2) 
则 得 到 关于 绝对 连续 函数 的 另 一 形式 的 定义 。 两 种 定义 之 等 价 性 , 留 作 习题 。 
注 2 若 a 二 cc 二 4b, 则 显然 : 
fEAC[a,b] ~ f€EACLa,c]. 
例 1 设 了 为 定义 于 [La,6] 上 的 可 微 肾 数 , 且 3 MM > 0, 使 得 
[If (2M, VxzE[a,p]， 
则 易 知 f€EACLa,6]。 


二 、 绝 对 连续 函数 的 性 质 


定理 6. 3.1 
(i) JEAC[Le ,0 一 一 了 为 [a,5] 上 的 一 致 连续 函数 ， 
(ii) f,g€EACLa,b] 一 > 土 g,fg,cfEACLa,b]1, 其 中 < 为 任意 实数 。 
证 明 〈i) 显然 , 故 仅 证 (ii) 。 
对 于 [a,5] 上 的 任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 : 
(a1 01), (a2 yp )，… (ap)， 


[Fo + g66)]— [f(a) + g(a)]| 
fb)— fla)|i+ |gb)— gla)|, i=1,2,.,n, 
则 易 知 f 土 gE€ACLa,6]。 
. 又 由 本 定理 之 结论 (i) 知 ,ff 和 &g 均 为 La,bj 上 的 连续 函数 , 故 存在 正 数 M 和 KK， 
使 得 
[fir lM,|etr)|K, Vrel[a,b], 


从 而 
| flb) gC0) — flai)g(ai) | 
|fob gD) — flad)gb) t+ |fla)gb) — fla)g(la,)| 
KIfCB)— fla)|+M|g(b) — g(ai)|, 
则 也 易 知 fg EACLa,b]。 
显然 对 于 常数 函数 g(x) 三 c, 有 gEACLa,5bj], 故 知 cf EACLa,b1。 
定理 6.3.2 设 


1° f(x) EAC[a,b]; 
2” g(t)EAC[a,Bj, 且 为 [a,86] 上 的 严格 增加 孙 数 ,其 中 
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g(a) = a,g(B) = b, 
则 fCg(2))EACLa,B]。 
证 明和 留 作 习 题 。 
定理 6.3.3 fE€EAC[a,b] > fE€EBV[a,0]。 
证 阴 
C(I) 取 e 二 1, 则 36 > 0, 使 对 于 La,5] 上 任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 、 
(a1 3101) , Cas bs) ,os, (Can On), 


2 bi—a) < 
i=!1 


> | .Fo — fla) |< 1 
CI) 取 mEN, 使 得 


“一 一 5。 
m 
将 La,5j 做 xm 等 分 , 设 分 点 为 
a 二 yy = bb， 
则 
yiH 一 <G， i=0,],2,°… ,mC— 1]。 
此 时 
b ml yt 
VC = >，V (1. (3) 


(下 任 取 iEN,0 之 i 过 m 一 1, 我 们 研究 V (了 ) , 任 给 [ysyi41] 一 个 分 划 A: 


yi 二 Xo yi 
则 得 [y; ;yi+1j 上 的 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 : 


(xo sy Xl ) » 《Zi ,Ts ) 9 » (Tl ,Tn ) 9 


其 区 间 长 度 之 和 
5 —zx) = yn—y< 6, 
故 得 
3 |f lz) — fx)|< 1 
即 
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V (CfA 


从 而 


V (门生 1，i 0,1,2， 一 1 
(VY) 由 式 (3), 即 知 


VCP Sm, 
故 fEBVYLa,6bj。 
定理 6.3.4 若 fEACLa,6j], 则 
(i) ff 在 La,8] 上 几乎 处 处 可 微 ; 
(ii) 广 在 [ae, 引 上 可 积 ; 


Gii) | rod = f(b) — fla), 


证 明 ”由 定理 6.3.3 和 6.2.4, 结 论 (i) 和 (让 ) 显 然 成 立 , 故 仅 需 证 明 结 论 (iii)。 
证 (ii) 的 主要 思路 是 :将 结论 (iii) 化 为 积分 号 下 取 极 限 的 问题 。 
(I) 当 z<E(88 十 可 时 , 令 f(z) 三 了 (5), 则 易 知 fEACLa,b 十 1]。 
这 样 ,Ve 汪 > 0, 36> 0, 使 对 于 [a,6b 十 1] 上 的 任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 : 
(a1901) ,Ca2 0b2) s,s (a 0,), 


只 要 
Do —ai) < 6, 
就 有 
> If(6) — f(a)|< 5 (4) 
构造 函数 列 


1 Cz) 一 oz 十 二) 一 f(x)], VxE[ab], n= 1,2,.., 


则 在 [a,56] 上 ,4,《x) 均 为 连续 函数 , 故 均 可 积 ,当然 也 (R) 可 积 。 并 有 
f(x) 一 lim 4, Cz), a. e. 于 [a,6]。 
下 面 证 明 : 在 [La,5] 上 ,{4, (zx)) 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 ,为 此 ,只 需 证 :对 
上 述 任 给 的 正 数 ,只 要 AC[La,bj,mA 二 56, 则 YnEN, 均 有 


| A.Cx) dz 
A 


<< so。 


以 下 分 四 步 进 行 。 
1 设 
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A=UL 
i=1 
其 中 kEN, 诸 I 一 (ai ypi) 为 La,5] 上 两 两 不 交 的 开 区 间 , 且 
mA 一 Dj) (bi — ai) < 6。 
i=1 


a.)az|= [fcrt Bm fodr| 
A a n 


上 
2 
6+ 六 三 
= | Dat| onar—| f(z)dz]| 
i=1 上 全 
天 
2 


b+ 由 ai . 
"[| f Czar—| f(z) dz] | 
pb a, 


* 1 
= > 小 [Fa 十 昌 一 Ca 十 D]d 
工 大 


< "| [DN +) — fla; +t) |]Jdt 


Fe ( 式 (4)) 


(注意 :{ (Ca 二 9b 十 站 1 一 1,2,… ok} 均 为 [a,b 十 1] 上 的 两 两 不 交 的 开 区 间 ， 
上 其 长 度 之 和 为 > (pn 一 ai) 。) 
2 设 A 为 [aw6] 上 的 开 集 , 且 wA < 9, 则 由 开 集 的 构造 定理 知 ， 
A = Ul, 其 中 诸 1 为 [a,6] 上 两 两 不 交 的 开 区 间 。 
放 A 可 表示 为 。 


且 

m(UI) mA <, 一 12 
这 样 ,由 积分 关于 积分 域 的 下 连续 性 及 1 之 结论 ,YnEN, 有 
| capaz|= < 三 一 e。 


lim| : Aslx) dx 
RR UE 


3 设 A 为 [a,5j 上 的 G; 集 , 且 mA 二 6。 不 妨 设 AC(a,b), 则 由 Gs 集 之 定义 
及 第 二 章 习 题 25,A 可 表示 为 
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| 
1， 灾变 函数 


其 中 诸 Ge 均 为 开 集 , 且 


(a,b) DG 也 CC; 0. DGD 0. 
故 
mG! < 十 co， 


mA — limmG,。 (测度 之 上 连续 性 ) 
由 mA 二 6, 故 当 上 充分 大 之 后 , 均 有 
mG 6。 
任意 取 定 nEN, 当 上 充分 大 后 ,由 2” 即 有 
上 aeroaz|js $ 
由 积分 关于 积分 域 的 上 连续 性 ,有 
caz 


lim| itz)dz|< 上 一 e。 
ko G， 2 


4° 设 A 为 [a,5] 上 的 一 般 可 测 集 , 且 mA 二 56, 也 不 妨 设 AC(a,5)。 由 可 测 集 
的 构造 定理 知 ,存在 G; 集 互 二 A, 使 得 
m(H\A)= 0 及 mH = mA < 6 
且 由 8 3.4 注 2 知 ,可 使 HC(Ca,b)。 
这 样 ,由 3"”，VnEN, 即 有 


| hu(z)dz| = | uz)dz|<< 半 < 
A H 2 


到 此 ,在 [a,8j 上 {4,(z)} 的 积分 的 等 度 绝对 连续 性 即 已 得 证 。 
([) 由 Vitali 定理 ,有 


| empdz 一 lim | auCz)dz 


b 
lim| n[ fx 二 ) — rz)]dz 


bt b 
二 lima[| f(x) dr -| flx)dxr] 


limz[| “7Czydz 一 | yenpda] 
= limn[ 一 人] ((R) 积 分 中 值 定理 ) 


(a 之 & a 十,n = 1,2,.…) 


= f(5)— Fa) 。 (f 在 [a,b] 上 之 连续 性 ) 
定理 证 毕 。 
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$ 6.4 ” Lebesgue 积分 与 微分 的 关系 


在 前 面 三 节 准 备 的 基础 上 ,本 节 讨 论 (L) 积 分 与 微分 的 关系 ,同时 建立 (L) 积 
分 的 分 部 积分 公式 。 


一 、(L) 积 分 与 微分 的 关系 


定义 6.4.1 设 f(x) 为 [a,b6] 上 的 可 积 函 数 ,c 为 任 一 实数 。 称 
F(x) = [warte, Y rE[a,d] (1) 


为 f(x) 的 Lebesgue 不 定 积分 ,简称 为 不 定 积分 。 

定理 6.4.1 可 积 函 数 的 不 定 积分 为 绝对 连续 函数 。 

证 明 ” 设 f(x) 为 [a,b] 上 的 可 积 函数 。 下面 证 明 由 式 (1) 所 定义 的 不 定 积分 
F(xr)EACLa,b]。 


任 取 e 盖 0。 
由 f(x) 之 可 积 性 , 知 | f(x) | 之 可 积 性 。 故 其 积分 具有 绝对 连续 性 , 即 对 该 
e > 0, 36 > 0, 使 得 只 要 AC[a,b],mA 二 56, 即 有 


| lr lar <e. (2) 


这 样 ,对 于 La,b5] 上 的 任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 : 
(ai Db ) (as ,人 2 ) ,se (aa， 0) 


并 满足 
> —a) <6, 
则 有 
m(U (aib)) < 6, 
故 由 式 (2) ,有 
| ， [rcoD1d <e。 
。 U 


” 了 2 
> |F(Cb) 一 Fa)|= >， froa 
i=1 i=1 oi 
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| 实 变 函 数 


<D | lol 


n 
i 二 1 


| /CD | dz, 
Uh 


从 而 有 


> | Fo — Fla)|<e, 
i=1 


故 F(x)EAC[La,b]。 证 毕 。 
定理 6.4.2 设 F(z)EAC[a,b], 则 


[7'wa= Frz) fola), Yrefasb], (3) 


证 明 ”只 和 需 注意 到 ,由 3 6.3 注 2, 当 f(r)EACLa,5] 时 , 则 Vx,a 二 Xx 声 b, 均 
有 F(z)EACLa,z]。 故 本 定理 是 定理 6. 3.4 的 直接 推论 。 

该 定理 即 说 明 ,对 于 (L) 积 分 , 当 fEAC 时 , 则 积分 运算 是 微分 运算 之 逆 运 算 。 
这 比 (R) 积 分 的 相应 结果 前 进 了 一 大 步 。 

以 上 两 定理 ,使 我 们 对 绝对 连续 函数 有 以 下 进一步 的 认识 (证 明 是 显然 的 ) 。 

推论 1 绝对 连续 函数 是 其 导 函 数 的 不 定 积分 。 

推论 2 AEACLa,b] < 和 全 / 是 一 可 积 函 数 的 不 定 积分 。 

定理 6.4.3 设 f(z) 在 La,6] 上 可 积 , 令 


F(x) = | 7eoad， YrE[a,b], (4) 
则 
(i) FEAC[a,b]; 
(ii) 在 [a,5] 上 ,F(zx) 几乎 处 处 可 微 ，; 
(iii) F'(.r) = (| 7epdo， = F(z)， a.e. 于 [a,6]。 


证 明 ”结论 (i) 和 (i 让) 是 定理 6.4.1 和 定理 6.3.4 的 直接 结果 。 同 时 由 定理 
6.4.2 有 


| Food 一 下 (z) 一 下 (a) 一 | fa YrE€E[a,b]。 


故 由 $ 5.2 例 2, 即 得 
F'(x) = f(x),a.e. 于 [a,b]。 
定理 证 毕 。 
该 定理 即 说 明 , 对 于 (L) 积 分 , 当 f(x) 在 La,56j] 上 (L) 可 积 时 , 则 微分 运算 是 积 
分 运算 之 道 运 算 。 我们 已 知 ,对 于 (R) 积 分 , 当 f(x) 在 [a,5] 上 连续 时 ,微分 是 积分 
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之 道 。 而 f(x) 之 (L) 可 积 性 弱 于 其 连续 性 , 故 对 于 “微分 是 积分 之 道 ” 这 一 结论 ， 
(L) 积 分 所 需 条 件 也 比 (R) 积 分 有 所 减弱 。 


定理 6.4.4 设 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 , 则 在 La,b5] 上 存在 函数 下 (x) ,满足 
(1) F(x)EACLa,b]; 


(ii) F'(zx) = f(x), a.e. 于 [a,b]， 
且 对 于 任何 满足 (i) 和 (让 ) 的 函数 F(x), 均 有 
[faz = F060)— Fa) = FCz)| 。 (5) 


这 即 为 (L) 积 分 的 Newton-Leibniz 公式 。 
证 明 ”出 定理 6. 4. 3 , 按 式 (4) 取 F(Cz), 即 满足 和 (ii) 。 对 于 任何 满足 (iD 和 
(ai) 的 函数 FCz), 即 有 
| fenar = | F'ndz 


= F(b) — F(a)., (定理 6. 3. 3) 
定理 证 毕 。 


二 、 分 部 积分 公式 


定理 6.4.5 设 f,gEACLa,b], 则 
| fe'az = f(x)g(x) | -| gf'dz, (6) 
证 阴 
(CI) 由 AgEAC[a,p], 故 fgEAC[a,6b], 因 而 有 以 下 两 式 成 立 : 
(fg)'= f'gi+fe'’, a.e.FLa,b]; (7) 
[gar = Fegcz)| (8) 
(I) 在 [a,b] 上 
fEAC 一 各 f' 可 积 一 > | 了 | 可 积 ; 
gEAC 一 > g 为 连续 函数 
一 =~ 3 M > 0, 使 得 |g(x)| 志 M,YreE[a,bj]。 
故 得 
[fe lMIfF(r)|, VrEl[La,b]。 
从 而 知 f'g 在 La,b] 上 可 积 。 同 理 , fg' 在 [a,6] 上 可 积 。 
( 轩 ) 由 式 (7) 及 f'g 和 fg' 之 可 积 性 , 即 有 


pb b b 
| (fg)'dz = | redz+| fe'dr. 
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从 而 再 由 式 (8) 即 得 式 (6)。 证 毕 。 


1. 证明 $ 6.2 例 3。 
2. 证 明 8§ 6.2 注 2。 
3. 设 f€EAC[a,0]j, 证 明 
| eolaz= Vp. 
4. 证 明 § 6.3 注 1。 
5. 证明 ;R' 中 不 存在 满足 以 下 条 件 的 可 测 集 EE: VY xEL0,11, 均 有 
7a(L0,Z] 门 五 ) = zr 
6. 证 明定 理 6. 3. 2。 
7. 设 f(x) 在 La,p] 上 可 积 , 且 
| zf C2)dr =0,， n=1,2,.。 
令 
F(z) = | fd, a<r<b, 
证 明 ， 
(i) 对 任意 多 项 式 PC(z), 均 有 
[FCz) Pr)dz 0, 


(ii) f(x) = 0,a.e. 于 [a,b]。 

8. 设 : 

(D fx) EAC[a,b]; 

(ii) EC[fabl mE = 0; 

(iii) f(E) = (f(x):rEE)}., 
证 明 :mLf(E)] 一 0。 
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本 教材 的 前 六 章 是 阐述 在 R" 上 所 建立 的 Lebesgue 测度 和 Lebesgue 积分 理 
论 。 这 一 理论 的 进一步 推广 和 抽象 ,就 是 建立 于 任意 集合 上 的 抽象 测度 和 抽象 积 
分 理论 。 该 理论 是 概率 论 . 泛 函 分 析 等 数学 学 科 以 及 物理 学 等 方面 的 基础 理论 和 
工具 。 因此 ,在 本 附录 中 ,我 们 对 这 一 理论 的 基本 内 容 作 一 简单 的 阐述 。 

在 本 教材 所 建立 的 Lebesgue 测度 和 Lebesgue 积分 体系 下 ,由 R" 上 的 Lebes- 
gue 测度 和 Lebesgue 积分 向 抽象 测度 和 抽象 积分 的 推广 ,其 中 不 少 内 容 是 非常 简 
单 的 ,不 少 定义 的 阐 述 和 定理 的 证 明 完 全 类 似 , 特 别 是 在 测度 的 概念 和 基本 性 质 上 
以 及 在 积分 概念 的 建立 过 程 中 。 因 此 对 这 些 内 容 我 们 将 一 提 而 过 。 若 无 特别 声 
明 ,本 附录 所 谈 的 半 开 区 间 , 均 为 左 开 右 闭 区 间 。 


一 、 环 、o 环 与 单调 族 


本 附录 中 均 设 X 为 一 非 空 集合 ,并 且 所 谈 集 族 均 为 X 的 某 些 子 集 所 成 的 集 
族 。 

《一 ) 环 

定义 1.1 设 RR 是 一 个 非 空 集 族 ,如 果 对 属于 R 的 任意 集合 E, ,Ei, 均 有 

EUE,ER, ENE:ER， 

则 称 R 是 XX 上 的 环 , 如 果 XER 则 称 R 是 一 个 代数 。 

注 1 显然 环 对 有 限 并 运算 封闭 ,名 属于 任何 环 。 

注 2 环 对 有 限 交 运算 也 封闭 。 

证 明 设 及 是 空间 X 上 的 环 , 只 需 证 对 任意 的 已 ,EER, 均 有 EE 站 EER 即 可 。 

因 ENE, = (EU EI)\((ENE)U (EAE )), 故 EE ER。 

注 3 任意 多 个 环 的 交 仍 是 环 。 

证 明 设 R 一 所 Re ,其 中 R。 是 环 (cEA,A 为 任意 号 标 集 )。 显 然 R 不 空 , 因 
为 BER; 对 VE,E:ER, 则 已 ,EiER。 对 任意 的 a 成 立 , 故 E1UE,ER。,Ei\E:€ 
R。 对 任意 a 成立。 因而 已 UE: ER,E\E: ER 成 立 , 所 以 R 是 环 。 
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例 1 

(i) 空间 X 的 有 限 子 集 ( 包 括 名 ) 的 全 体 所 组 成 的 集 族 玉 是 一 个 环 , 当 XX 本身 
是 有 限 集 时 ,E 是 一 个 代数 。 

(ii) 空间 X 的 有 限 子 集 及 可 数 子 集 ( 包 括 多) 的 全 体 所 组 成 的 集 族 玉 是 一 个 
环 , 当 X 本身 是 可 数 集 时 ,E 是 一 个 代数 。 

(ii) 空间 X 的 所 有 子 集 所 组 成 的 集 族 2” 是 一 个 代数 。 

定理 1.1 对 任 一 非 空 集 族 E, 存 在 唯一 的 环 R, 使 

(i) ECR, 

(ii) 车 环 Rj 洛 E, 则 R, 二 了 R。 

证 明 显然 包含 已 的 环 是 存在 的 ,如 空间 和 的 所 有 子 集 组 成 的 环 24 。 令 及 是 
所 有 包含 正 的 环 的 交 , 知 R 是 环 且 R 满足 定理 的 条 件 ( 人 和 (ii) ,而 且 R 是 唯一 的 。 

称 定理 1. 1 中 的 R 为 包含 了 的 最 小 环 , 记 为 R(E)。 

例 2 设 空间 R" 中 全 体 半 开 区 间 所 组 成 的 集 族 记 为 P,R" 中 可 表示 成 有 限 个 
两 两 不 交 半 开 区 间 之 并 的 集 的 全 体 记 为 U, 则 U 二 R(P)。 

证 明 ”下 面 仅 就 R' 的 情况 证 明 。 

两 个 半 开 区 间 的 交 仍 是 半 开 区 间 , 而 两 个 半 开 区 间 的 差 或 是 一 个 半 开 区 间或 
是 两 个 半 开 区 间 的 并 ,总 之 是 属于 U 的。 

显然 UCR(P); 下 证 RCP)CU, 那 么 只 需 证 U 是 一 环 即 可 。 

设 已 ,FE EU, 记 : 


mm 


已 一 Ul,E, 一 UJ,,1; 和 J , 均 是 半 开 区 间 , 且 诸 1; 两 两 不 交 , 诸 ;两 两 不 交 。 


j= 


则 
EnE =UU LN, 

由 诸 1; 和 诸 J 的 两 两 不 交 性 知 1 门 J 是 两 两 不 交 的 半 开 区 间 , 故 EE:EU。 

又 知 E\E: =U NA). 

而 TN\JiEU, 进 而 几 CL\Ji)EU, 且 对 不 同 的 i 诸 但 Ci\Jj) 是 两 两 不 交 的 , 即 
E'\E; EU。 

由 于 E, UE;, = (E'\E:) UE; HCE\E;) NE 一 好 , 故 EU EE€EU, 所 以 U 
是 环 ,R(P)CU。 

(二 )o 环 


定义 1.2 设 $S 是 一 个 非 空 集 族 。 若 对 任何 已 ESCGi 一 1,2,…), 均 有 
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UEes, ENE,ES。 

则 称 $S 是 一 个 so 环 。 特别 是 如 果 XES,S 就 是 我 们 在 $ 2. 3 中 所 定义 的 oc 代 数 ( 定 义 
2.3.5)。 

注 4 ”车 集 族 EE 是 o 环 , 则 EE 是 环 。 

注 5 oz 环 对 可 数 交 封闭 。 

证 明 ” 设 已 6 一 12,…) 是 = 环 $ 中 的 集 ,由 于 站 已 一 CUBE 和 NUICUBDNE]， 
故 知  E,ES。 

注 6 任意 多 个 c 环 的 交 仍 是 = 环 。 

证 明 类 似 注 3。 

定理 1.2 ”对 任 一 非 空 集 族 眉 ,存在 唯一 的 c 环 S, 满 足 ， 

(iD ECS; 

(ii》 如 og 环 S1 沪 E, 则 Si1 必 5。 

证 明 类 似 定理 1. 1 的 证 明 , 只 需 注意 到 2* 是 包含 呈 的 o 环 。 

称 定理 1.2 中 的 $S 为 包含 正 的 最 小 c 环 , 记 为 SCE)。 

注 7 任 一 非 空 集 族 E, 有 ECR(E)CS(E)。 

例 1 中 的 X 如 果 是 有 限 集 , 则 它 的 所 有 有 限 子 集 所 组 成 的 集 族 ,也 就 是 2* , 故 
是 c 环 。 但 当 X 是 无 限 集 时 , 它 的 所 有 有 限 子 集 所 组 成 的 集 族 就 不 是 o 环 ,而 例 
1( 记 ,Giii) 中 仍 构成 o 环 。 

推论 1 对 任 一 非 空 集 族 E,S(E) = S(R(E))。 

证 明 ECR(E), 故 SCE)CS(R(E)); 又 由 S(E) 沪 RO(E), 故 SC(E)DS(R(E))。 
所 以 S(E) = SCR(E)). 

例 3 包含 例 2 中 集 族 了 的 最 小 o 环 称 为 R" 中 的 Borel 集 族 , 记 为 B, 属 于 B 
的 集 称 为 Borel 集 。 

例 4 R" 中 的 所 有 Lebesgue 可 测 集 构成 Re" 中 的 一 个 c 环 。 

为 了 刻画 非 空 集 族 EE 的 最 小 环 R(E) 和 最 小 s 环 SC(E) ,得 到 比例 2 更 一 般 的 性 
质 , 我 们 给 出 以 下 定理 。 

定理 1.3 设 E 是 空间 XX 的 非 空 集 族 , 则 RC(E) 中 的 每 个 集 均 含 于 EE 的 某 有 限 
个 集 的 并 中 ;S(E) 中 的 每 个 集 均 含 于 EE 的 某 可 数 个 集 的 并 中 。 

证 明 ”只 证 定理 的 前 半 部 分 ,后 半 部 分 完全 类 似 。 定义 如 下 的 集 族 : 


Ri 一 {A:ACX, 存 在 El ,0 EF, EE,nEN, 使 ACUE.). 
显然 ECR, ,下 面 我 们 证 明 Ri 是 环 。 
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设 A1,A; ER,, 则 存在 EE 中 的 两 组 集 {Ef ) 和 {EI?), 其 中 i 一 1,2,… sn;j 一 
1,2,…,m; 使 Al CUEP "A, CUEP , 故 
AU4CUU (EW U Eco ) ， 
iTS1 


A\A:CUE. 

故 R 是 环 ,所 以 R(E) CRi。 定理 得 证 。 

(三 ) 单调 族 

定义 1.3 设 M 是 非 空 集 族 , 如 果 对 MM 中 的 任何 单调 序列 {E,), 即 ECE,C 
E; CCE,CE, HC 或 是 EOE,DE DD OE,DE,nDO ' 均 有 limE,EM， 
则 称 M 是 X 上 的 单调 族 。 

注 8 单调 族 不 必 对 “U”,“\” 运 算 封 闭 。 

例 5 XX 是 R',M = {[0,3j,[2,4]}, 则 M 是 单调 族 ,但 [0,31U[2,4] EM， 
L0,3]\[2,4JEM., 

注 9 ”每 个 o 环 均 是 单调 族 , 若 EE 是 环 且 是 单调 族 , 则 EE 是 o 环 。 

证 明 ” 先 证 注 9 的 前 半 部 分 。 对 oa 环 S 中 的 任何 单调 序列 (E,} ,如 是 单调 上 


升 , 则 limE, 一 U E,, 否 则 limE, 一 由 E, ,无论 是 哪 种 情况 ,由 o 环 的 定义 知 均 有 
limE, ES。 


对 于 后 半 部 分 , 设 E, EE(i = 1,2,…), 记 FF, 一 UE, 则 由 EE 是 环 知 F,EE, 且 


{F,} 是 单调 序列 ,由 也 是 单调 族 知 lim F,EE。 而 UE, 一 UF, = limF,, 所 以 U 
E, EE, 且 根据 任意 的 Ei ,EEE,EN\E: EE 知 E 是 o 环 。 

注 10 任意 多 个 单调 族 的 交 仍 是 单调 族 。 

定理 1.4 设 忆 是 空间 X 中 的 非 空 集 族 , 则 存在 唯一 的 单调 族 M ,满足 ， 

(i) ECM; 

(ii) 对 于 包含 卫 的 任何 单调 族 Mi , 均 有 Mi 二 M。 

证 明 类 似 于 定理 1.1 和 定理 1.2, 且 注意 到 2* 是 包含 E 的 一 单调 族 。 

称 定理 1.4 中 的 M 为 包含 非 空 集 族 EE 的 最 小 单调 族 , 记 为 M(E)。 

定理 1.5 设 R 是 空间 XX 中 的 环 , 则 

S(R) = MCR) 。 
证 明 ”由 定义 1.3 后 的 注 9 知 只 需 证 M(R) 是 环 即 可 。 
定义 如 下 集 族 : 
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对 任何 AEM(R) 定义 : 
K(A) = {B|1 BEM(R), 有 是 A\B,B\A,AUB 均 属于 M(R)}。 
下 证 K(A) 是 单调 族 。 
设 {1B,} 是 K(A) 中 的 一 单调 列 , 则 {A\B,},{B,\A) 和 {AUB,) 均 是 单调 列 ,是 
由 (A) 的 定义 知 它们 均 是 MC(R) 中 的 单调 列 , 故 lim CA\B,)EM(R) ' lim(B.\A) 
EMCR) ,lim(AUB,)EMCR) ' 令 B= limB,, 则 BEM(R), 知 BEK(A), 所 以 K(A) 
是 一 单调 族 。 
当 AER 时 , 易 知 RCKC(A)CMCR), 所 以 K(A) = 二 M(R), 即 对 任意 的 EER， 
FEM(R) 均 有 E\F,F\E,EUF 属于 M(R)。 
对 任何 AEM(R), 当 BER 时 , 知 A\B,B\A 和 AUB 均 属于 M(R), 所 以 RC 
K(A), 故 K(A) = M(R)。 
综合 以 上 的 证 明 , 对 任意 M(R) 中 的 两 集 A, 和 A,, 由 K(A) 二 M(R),A,E€ 
K(A), 即 Ai\As,As\A 和 AUA，, 均 属 于 M(R), 故 M(R) 是 包含 R 的 一 个 环 。 
下 面 的 推论 是 明显 的 ,并 经 常 被 引用 。 
推论 2 ”如果 M 是 包含 环 R 的 单调 族 , 则 
MDS(R). 
证 明 ”由 定理 1.5,M(R) 一 SCR) , 且 M 二 M(R) ,所 以 MD 一 SCR) 。 


二 、 环 上 的 测度 
(一 ) 环 上 的 测度 


在 $ 3. 1 中 我 们 已 定义 了 广义 实数 集 R 和 广义 实 值 集 函 数 的 概念 ,这 两 概念 
也 是 抽象 测度 理论 的 基础 ,我 们 先 看 一 个 例子 。 
例 1 设 已 是 空间 X 的 所 有 子 集 组 成 的 集 族 , 对 任意 的 AEE, 定 义 : 


mw- 中 元 素 的 个 数 ， A 为 有 限 集 ，. 
十 cc， A 为 无 限 集 ， 
则 4 是 EE 上 的 广义 实 值 集 函数 。 


下 面 我 们 引入 环 上 的 测度 概念 。 
定义 1.4 设 RR 是 一 个 环 ,是 RR 上 的 一 个 广义 实 值 集 函 数 ,车 满足 下 列 三 


条 性 质 : 
(iD 非 负 性 :对 任意 的 EER, 有 (EE) 之 0; 
(ii py(2) = 0; 


(iii) 可 数 可 加 性 :车 EERGi = 1,2,…) ,ENE, 一 GB(ij 时 ), 且 UEER 
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(UE,) = SE,). 

则 称 py 为 环 R 上 的 一 个 测度 , 称 jy(E) 为 集 EE 的 测度 。 

注 1 如 果 j 不 是 环 R 上 恒 取 十 w 的 广义 实 值 集 函数 , 则 由 (1),(iii) 可 推出 
(ii) 。 

易 知 例 1 中 的 w 是 环 E 上 的 测度 。 

例 2 设 R 是 空间 XX 的 所 有 子 集 所 组 成 的 环 ,a 是 X 中 取 定 的 一 个 元 ,在 R 上 
定义 广义 实 值 集 函数 六 如 下 :对 任何 EER， 

1， 当 aEE 和 时 . 

那么 4 是 环 R 上 的 测度 。 

定理 1.6 环 R 上 的 测度 jy 有 以 下 性 质 ， 

(i) 有 限 可 加 性 :车 EERGi = 1,2,…,n) ,EN 站 E, = 名 (i 关 j 时 ), 则 


uCUE,) 一 SCE); 
(ii) 单调 性 : 若 E) ,E ER,E CE,, 则 ACE < pl(E,); 


(ii) 次 可 数 可 加 性 ;车 EERCi = 1,2,…), 且 UE,ER, 则 


UE) < PDE; 
(iv) 可 减 性 : 若 已 ,Es ER, 且 已 一 已. 当 K(E) < 十 co 时 ,有 
(EAN\E) = (Es) 一 AP); 
(v) 下 连续 性 ;如果 E, ER(n 一 1,2,3,…), 且 ECECE,C…, UE,ER, 则 
uCUE,) 一 limx(E,); 
(vi) 上 连续 性 :如 果 E,ERtn 一 1,2,3,…), 目 E1 Es 太 E; 汪 …, 人 NE,ER.， 
至 少 有 一 EE, 使 J(E,) 一 十 co , 则 
NE,) = limp(E,). 
证 明 的 过 程 类 似 第 三 章 中 相应 结论 的 证 明 。 
(二 ) R" 中 环 U 上 的 m。 测度 
为 了 使 叙述 简洁 ,我们 只 对 R' 中 的 情况 加 以 说 明 。 设 UV 是 R 上 的 环 。 
定义 1.5 车 a(x) 是 定义 在 (一 ce, 十 cp) 上 单调 增加 且 右 方 连续 的 函数 , 称 
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az) 是 R 上 的 一 个 分 布 函数 。 
引 理 1 
(i) 对 每 个 工 =〈a ,的 EP, 定 义 
mi (1) = a(b) ~ al(a), 
则 ms 是 P 上 的 一 个 广义 实 值 集 沙 数 。 


(ii) 对 每 个 EEU, 设 EE =UE ,其 中 E,(i = 1,2,…,n) 是 两 两 不 交 的 半 开 区 


间 , 此 时 称 {E,…,E,) 是 的 一 个 初等 分 解 。 如果 对 任 取 的 EEU, 它 的 任 一 个 初等 
分 解 记 为 {E， 上 } ; 邻 


72。( 五 ) = me(E)， 
则 mm.《E) 不 随 互 的 初等 分 解 选取 的 不 同 而 改变 。 从 而 mm. 是 环 U 上 的 一 个 集 函 数 ， 


且 m, 限制 在 P 上 与 m2? 相同 。 
证 明 (i) 是 显而易见 的 ,下 面 我 们 证 明 (ii)。 


先 假如 EEP, 设 E= (a, 站 ,对 于 E 的 任 一 初等 分 解 (a, 妇 一 UCa,,b], 按 a 的 


大 小 顺序 不 妨 使 a; 和 az 委 … 委 ai 由 于 诸 (ai 沪 ] 是 两 两 不 交 的 ,所 以 4 一 a 委 
pi 一 Q2 < ba an 二 bel 一 Cn 委 b, 一 6。 


Dm a, ,b; |]) 
i=1 


= [a(bi) ~—a(a)]+ [Lalbs) —a(as)]+ + [a(b,) 一 ao) 
= a(b,) —a(al) 
= a(b) 一 a(Ca) 。 

所 以 当下 = (a,b]EP 时 ,m,(E) = a(b) 一 a(a) = m’ (下 )。 

当 EEU 时 , 设 {Ei""} 和 {E”} 是 EE 的 两 个 初等 分 解 (i 王 1,2,…,n;j 二 1,2,…， 
m), 记 Gi 二 ED 人们 E?”, 则 Gi EP。 由 于 (Gjy}0 二 1,2,…,m) 是 EW 的 一 个 初等 
分 解 , 所 以 

me (ED) = Dm (Gs), 


j=!1 


mE) = Dm (ED) = > me Gs). (1) 
i=1 


i=1 j=!1 


同 理 


mE) = Dm (ED) = ya(G)) (2) 
j=!1 j=] i=! 
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由 式 (1) ,(2) 知 对 于 巨 的 不 同 初等 分 解 ,m。(E) 是 一 定 值 , 即 是 U 上 的 一 个 广 
义 实 值 集 函数 。 

当 alr) 三 工时 ,我 们 将 mm。 记 为 m。 

引 理 2 广义 实 值 集 函 数 m, 具有 以 下 性 质 : 

(i) 有 限 可 加 性 ; 

(ii) 单调 性 :Ei,E, EU, 若 ECE;, 则 mm, (El) 过 m,(E,) 

Giii) 次 有 限 可 加 性 。 

证 明 

证 (i): 设 E 一 UE, 且 E, 是 U 中 互 不 相交 的 集 , 设 对 每 个 i,E, 的 一 个 初等 分 


解 是 { 瑟 }G 二 1,2,…,4) ,由 引 理 1 知 mw,( 忆 ) = 了 ms (所 ); 由 已 知 以 及 初等 分 角 
的 定义 知 

Er! NE’: 一 他, 当 1 天 2 或 六 天 Ja 时 ， 
所 以 { 杞 1G 一 12 了 一 12 0) 是 玖 的 一 个 初等 分 解 , 故 


m,(E) 一 > Dn (E’) = Dm (E.,), 


证 (i); 由 a 函数 的 定义 知 对 于 P 中 的 任意 集 1T,ms (CD 宇 0, 故 知 集 函 数 m, 是 
非 负 的 ; 设 E = En\E,, 则 EEU, 且 由 (i) 知 mm,(E:) = m,(Ei) 十 m(E;) 之 
m,(E',)., . 

证 (ii :由 m。 之 单调 性 和 有 限 可 加 性 ,此 结论 很 易 证 得 。 

定理 1.7 U 上 的 广义 实 值 集 函数 m。 是 测度 。 

证 明 由 引 理 1 和 引 理 2 知 , 只 需 证 mm。 满 是 可 数 可 加 性 即 可 。 


设 {E}(i 一 1,2,…) 是 U 中 一 列 两 两 不 交 的 集 , 且 UE, = EEU, 易 知 对 任意 
自然 数 ” 均 有 


m, (EF;) < m,(E), 


i=1 


令 "一 得 到 已 m (BE,) < m,(E), 下 证 相反 的 不 等 式 成 立 。 


设 E 的 初等 分 解 是 EE =U a6], 由 m。 的 有 限 可 加 性 ,为 方便 记 , 不 妨 设 E 


一 (ap], 则 
mE) = a(b) — al(a), 
对 每 个 E; 也 有 初等 分 解 , 那 么 所 有 E; 的 初等 分 解 共 有 可 数 个 P 中 的 集 , 不 妨 
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记 为 {(a 8]) (2 一 1,2,…)。 因 为 诸 E; 互 不 相交 ,所 以 有 


Dm (E;) = Dm. (Ca 8, ) = De) — a(an))。 


任 取 。、 0， 由 a(x) 在 处 的 右 连续 性 ， 帮 存 在 0 二 8 二 Ca， 使 


0 之 ala 二 6)—a(a) < e。 
同样 由 a(z) 的 右 连 续 性 得 到 


mA(E)—e ml(at+6,.6)) = m, (lat6,0])。 
同 理 , 由 a(x) 在 每 个 Bn 二 1,2,…) 的 右 连 续 性 ,得 到 一 列 6, > 0(n 一 1,2， 


…), 使 
(a ,B,C (a, s Br 十 6,)， 
0 <<a(pB, 二 6,) 一 a(B,) 二 三 ， 
mC (a 用 十 6]) < ma a; ,B, 1]) 十 六 。 
由 于 [a 十 6,6]C(a,6b] 


一 五 ,所 以 开 区 间 列 {(a， ,Br 二 66.):n 二 11,2, } 必 覆盖 


[ae 十 9, 寻 。 由 Borel 有 限 覆 盖 定 理 , 可 以 从 中 选取 有 限 个 开 区 间 同 样 覆盖 [La 十 ,0] 
不 妨 记 这 有 限 个 开 区 闻 为 {(@, ,Bs 十 0. ) :一 1,2,…,!)。 由 mm。 的 单调 性 和 次 有 
限 可 加 性 得 


i 
m,([at6,6]) < mo (au ,8 + 6,, )) 
i 
过 me (CU (an, 2 十 9. ]) 


{ 
< Pm, a ,8 +6,)) < Dima,,p, to6,]) 
k=1 


n= 


xc 


< [mos]+ 二 = Dm (E) +e, 


即 有 m,(E) 一 e 声 Pm. (E,) 十 e, 由 e >>0 的 任意 性 知 ,mo(E) 委 Dm (E;). 
定理 证 毕 。 

三 、g 环 上 的 外 测度 、 测 度 的 扩张 

我 们 知道 对 一 普通 的 环 R( 如 当 R 不 是 o 环 时 ). 则 它 只 是 对 有 限 交 和 并 运算 是 


封闭 的 ,对 于 可 数 交 和 并 它 不 是 封闭 的 , 故 在 环 R 上 建立 的 测度 不 能 满足 集合 的 极 
限 运算 的 要 求 , 所 以 有 必要 将 环 R 上 的 测度 扩张 到 一 o 环 上 。 


| 217 


| 实 变 函 数 


本 节 所 采用 的 步 又 是 先 构造 一 个 包含 R 的 o 环 H(R) ,然后 利用 R 上 的 测度 构 
造 H(R) 上 的 外 测度 ,再 采用 前 几 章 所 采用 的 方法 利用 了 CR) 上 的 外 测度 构造 一 个 
c 环 及 及 其 上 的 测度 。 

(一 )o 环 H(R) 上 的 外 测度 

定义 1.6 设 R 是 一 个 环 ,H(R) 是 R 中 一 列 集 的 并 的 子 集 所 组 成 的 集 族 , 即 

H(R) = {E: 存 在 已 ER 一 1,2,…; 使 ECUE,)。 

例 1 R" 中 环 U 所 引出 的 集 族 HCU) 是 R" 的 子 集 族 。 

注 1 对 任何 环 R,RCH(R)。 

注 2 当 EEHCR) 时 ,下 的 任何 子 集 下 必定 也 属于 H(R)。 

注 3 H(R) 是 一 个 c 环 。 

证 明 ”显然 对 任意 FE,E, EH(R) 有 

E\E, EH(R). 
下 证 H(R) 对 可 数 并 运算 封闭 。 
设 {Ei}(i 二 1,2,…) 是 本 (R) 中 的 一 集 列 , 对 每 个 EEH(R) ,存在 R 中 的 集 列 


(BG 一 1,2,…) 使 ECUE, 则 UECUUEE, 其 中 轧 (i,j 一 1,2,…) 是 RR 中 
的 一 列 集 , 因 此 U EEH(R)。 
定义 1.7 设 p 是 环 R 上 的 测度 ,在 H(R) 上 作 如 下 集 函 数 j*: 


pr(E) = inf{ DE):E ERE ECUE,),VEEHR), 
i=1 


称 jy* 为 由 测度 jy 所 引出 的 外 测度 。 

例 2 由 例 1 知 , 环 U 上 的 测度 m 引 出 的 理 (U) 上 的 外 测度 即 是 Lebesgue 外 
测度 ,而 m。 测度 引出 的 外 测度 我 们 称 为 Lebesgue-Stieltjes 外 测度 。 

引 理 1 由 环 R 上 的 测度 jy 所 引出 的 外 测度 jy* 有 下 列 性 质 ， 

(i) 非 负 性 :对 任意 EEH(R) ,ww*(E) 宇 0, 且 pj*(B) = 0; 

(ii) 单调 性 : 若 Ei ,EEH(R),E1CE,, 则 jy*(E) 坟 p* (Es); 

Giii) 次 可 数 可 加 性 : 若 E; EH(R) Ci = 1,2,…), 则 


(UE) < DE). 
证 明 (i) (ii) 由 y* 的 定义 即 知 ,(iii) 的 证 明 与 第 三 章 Lebesgue 外 测度 相关 


性 质 的 证 明 相同 。 
由 jp* 的 次 可 数 可 加 性 显然 可 以 推出 y* 的 次 有 限 可 加 性 。 
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定理 1.8 设 w* 是 由 环 R 上 测度 jy 所 引出 的 外 测度 , 则 
(GD 当 EER 时 ,pw"(E) = ACE)。 
(ii) 当 EER 时 ,对 任意 TEH(CR) 恒 有 
WTNE) + TNE) = p*(T), 
证 明 
Gi) 如 果 EER, 对 任何 一 列 {E} (i 一 1,2,…),E,ER, 且 EC UE,, 由 测度 的 次 


可 加 性 ulE) <uUE) 之 yw(E), 故 nu(E) pn"(E), 其 次 由 4(@) 一 0 以 及 
4* 的 定义 知 ,p* (CE) 县 ACE) 所 以 ACE) 一 jp*(E)。 
(ii) 由 于 工 = (CTnE)UCTAE) ,根据 Am 的 次 可 加 性 知 
HT Eu TNE 二 ACTNE)。 
下 证 相反 方向 的 不 等 式 。 对 任 给 > 0, 由 jy*(7T) 的 定义 ,存在 R 中 的 一 列 集 


{E,} (i 一 1,2,…) ,使 得 TCUE, 且 


(TT) +e Du(E), 
i=1 


记 E!= EME, ,EE, = EN\E, 则 由 £ 的 有 限 可 加 性 ， 
ul(E;) = uCED) + pu(E), 
又 由 
(CUEINE DTnE)，(CUEDNE) 二 (TANE) 
及 心 的 次 可 数 可 加 性 .单调 性 得 : 
DE,) 
i=1 
= PE) 十 DBE) 
i=1 i=1 
> (UED + CUE") 
= (UEINE) Fp (UENE) 


TNE + TE), 
所 以 
p(T)+e (TNE +p (TN\E). 
由 8 的 任意 性 知 
px(T) (TNE) + (TN\E), 
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所 以 (让) 成 立 。 
注 4 如 果 XX 能 够 分 解 成 n 个 互 不 相交 的 集 EE， 9"°" 下， ; 且 E 9 ,了 上， 中 至 少 有 
1 一 1 个 属于 有, 则 下 式 成 立 : 


DD = DTNE), VTEHR). 

(二 ) 测度 的 扩张 一 一 u* 可 测 集 

由 于 在 H(R) 中 j* 只 是 满足 次 可 数 可 加 性 ,所 以 我 们 此 时 需 在 HCR) 中 找 出 
一 5 环 R ,使 得 在 R "上 y* 是 测度 即 满足 可 数 可 加 性 。 

定义 1.8 设 y 是 环 R 上 的 测度 ,y* 是 由 yy 所 引出 的 HC(R》 上 的 外 测度 ,车 
EEH(R), 且 对 任何 TEH(R) 有 

wT) = p(TNE) + (TE), (1) 
就 称 玉 是 jp* 可 测 集 。w* 可 测 集 的 全 体 所 组 成 的 集 族 记 为 及 。 像 在 Lebesgue 测 度 - 
理论 中 一 样 ,条件 (1) 也 称 为 Caratheodory 条 件 。 

易 知 RCR 。 

在 我 们 证 明 R 是 c 环 之 前 , 先 作 这 样 一 个 思考 , 即 如 果 在 R 上 再 做 HCR ) , 然 
后 由 开 (R ) 上 的 外 测度 得 出 满足 可 数 可 加 性 的 c 环 及 ” ,那么 ,依次 做 下 去 ,是 否 也 
会 使 得 这 种 扩张 一 直 进 行 下 去 呢 ? 下 面 的 定理 说 明 这 种 扩张 只 一 次 就 结束 了 。 

”定理 1.9 设 尺 是 HR) 的 任 一 子 环 ,如 果 术 二 R, 则 HR) 一 H(R), 且 RL 上 
测度 w* 所 引出 的 外 测度 jy” 与 R 上 测度 py 所 引出 的 外 测度 py* 相等 。 其 中 RR 上 的 
测度 y* 限制 在 R 上 即 是 jy。 

证 明 ”由 RCR 易 知 H(R)CH(R )。 

对 任何 EEH(R ) ,由 H(R ) 的 定义 知 存在 R 中 可 数 个 集 {E} (i 二 1,2,…)， 


使 得 ECUE; 又 由 R' CH(CR) 知 对 每 一 EE,(i 二 1,2,…) 均 有 RR 中 一 列 集 {Ei)(j 


= 1,2,…) 使 得 ECUECi 一 1,2,…), 故 知 ECUUE, 即 EEH(R)。 故 HR) 


CHCR) 。 
所 以 HR ) = H(R)。 
下 证 yw* 二 A”。 


对 任何 EEH(R) = H(R )， 


(CE) = inf{ DE):E ER, 有 ECUE,} 


一 .抽象 测度 与 抽象 积分 理论 简 述 | 


= inf{ pr(ED) :BER, 且 CE 
i=!1 1 


> inf{ DE) :EER' ,有 ECUE;) 
= "(EE). 
下 证 wu“ (E) 实 y*(E)。 事实 上 ,对 任何 e 之 0, 必 有 臣 中 的 集 列 {EY (i 二 1,2， 
…), 使 ECUE’, 且 


DcED pu"(E)+e, 
而 对 每 一 EXCi 一 1,2,…) 存在 及 中 的 集 列 (BIG 一 1,2,…) 使 ECU 国 , 且 
ACE 十 友之 BB) 
故 EC UU 忆 ,由 yp" 的 定义 知 


W(E) < > DE) “(EE)++2e, 


由 。 的 任意 性 知 ,es(E) 之 (EE)， 
总 结 以 上 两 方面 知 ,py*(E) 一 uy(E)。 
引 理 2 jy* 可 测 集 的 全 体 R 是 一 个 环 。 
证 明 ”只 需 证 对 任 给 A,BER ,有 


AUBER ,A\BER. 
也 即 对 任 给 TEH(R), 有 
wT) 一 ATInCAUB)) +p (T\(AUB)), (2) 
pT) = TNA\B)) +p (T\(A\B)). (3) 


其 中 式 (2) 之 证 明 可 参阅 (1L) 积 分 理论 中 定理 3. 3. 3 之 证 明 。 

式 (2) 和 式 (3) 之 证 明 也 可 取 以 下 思路 :首先 在 (1) 中 令 EE 二 A, 再 适当 选取 工 ; 

后 在 (1) 中 令 忆 二 B, 再 适当 选取 工 , 即 不 难得 出 此 两 式 。 详 细 过 程 由 读者 自己 作 

出 。( 可 参阅 参考 文献 [3],P109, 引 理 1 之 证 明 。) 

注 5 在 RR 上 也 有 类 似 注 4 的 性 质 。 

定理 1.10 jy* 可 测 集 的 全 体 及 是 c 环 ,并 且 心 是 术 上 的 测度 。 

证 明 “本 定理 的 证 明 思 路 与 (L) 积 分 理论 中 的 定理 3. 3. 7 完全 类 似 。 为 清楚 起 
见 , 在 此 详 证 之 。 
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结论 的 第 一 部 分 只 需 证 R 对 可 数 并 是 封闭 的 即 可 。 设 {E,}(n 二 1,2,…) 是 
R 上 的 一 列 集 ,不 妨 假设 诸 E, 是 两 两 不 交 的 。 设 E 一 UE。 
对 任 给 TEH(R), 则 工 == 《TNE)U(TNE)。 由 yy* 的 次 可 加 性 知 
pr(T) STNE) 十 pr(CTNE)。 
下 面 证 相反 的 不 等 式 。 
由 ENE; = 名 (i 关 让 ,将 式 (1) 中 的 荆 和 EE 分别 取 为 TN CE1UE;) 和 EE,, 即 
可 得 
(TNCEUVUED)) = p(TNED) + p(TNE,), 
所 以 对 每 一 自然 数 n 有 
"(TN(UE)) = DTNE,), 
根据 引 理 2 对 任 一 自然 数 a,U E, ER , 故 
ACTD = pTNCU END +u(T\(UE)) 
>u(TNCUED)) + p(T\E) 


= DTNED) + (T\E). 
i=1 


令 n 一 oo, 则 


A (T) > DA (TNE) + p(T\E) 
2 一 1 


pTNCUE)) tu(T\E) 


=y(TNE) + (TN\E)., 
所 以 EER , 即 R 是 o 环 。 
对 于 第 二 部 分 ,只 需 证 在 RR 上 ji 的 可 数 可 加 性 成 立 。 


由 第 一 部 分 的 证 明知 ,车 一 UE, 且 诸 E; 两 两 不 交 ,E,ER ,EER , 则 对 任 给 
TEH(R) 有 


p(T) = Sp TNE,) + (TA\E). 
上 式 中 的 工 用 正 代替 即 得 


px(E) = DE), 
i=1 
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eraea 


所 以 jy* 是 o 环 R 上 的 测度 。 

注 6 ”由 定理 1.9 以 及 本 定理 的 结论 易 知 及 是 HCR) 中 包含 R 且 以 心 为 其 测 
度 的 最 大 集 族 。 

定义 1.9 ” 设 是 环 R 上 的 一 个 测度 ,如 名 是 环 ,RC 让, 且 良 上 也 有 一 测度 
FV, 当 EER 时 jy(E) = 对 (CE), 则 称 测度 上 是 测度 wx 在 环 玉 上 的 一 个 扩张 。 

由 此 定义 知 ,c 环 R 上 的 测度 jy* 是 环 R 上 的 测度 六 在 R 上 的 一 个 扩张 。 

(三 ) R 的 进一步 讨论 

定义 1.10 设 六 是 环 及 上 的 测度 。 

(i) 如 果 下 ER 使 J(E) < 十 cc, 则 称 正 有 有 限 测 度 。 

如 果 对 任何 EER, 均 有 ACE) < 十 co, 即 正 有 有 限 测度 ,那么 称 yy 是 有 限 的 。 

如 果 XER( 即 R 是 个 代数 ) 且 Ar(X) < 二 co, 则 称 /是 全 有 限 的 。 

Gii) 如 果 已 ER, 且 有 有 中 的 集 列 {E,) Cn 一 1,2,…), 使 EC UE; 且 对 任意 i， 
ACE) < 十 co, 则 称 瑟 的 测度 是 sc- 有 限 的 。 

如 果 R 中 每 个 集 的 测度 均 是 vc- 有 限 的 , 则 称 测 度 y 是 o- 有 限 的 。 

如 果 XER(R 是 一 代数 ), 且 天 的 测度 是 c- 有 限 的 , 则 称 测度 /是 全 er- 有限 的 。 

引 理 3 ”如 果 EEH(R) 而 且 yw*(E) = 0, 那 么 EER 。( 外 测度 为 零 的 集 是 心 
可 测 集 ) 

证 明 ”对 任 给 TEH(R) 知 mC(TNE) 达 mx(E) = 二 0, 故 知 mw*(TNE) 一 0。 由 

WT\E) ST STNE) FTN\E) = y*(TA\E) 
知 上 述 不 等 号 全 是 等 号 ,所 以 
wT) = (TNE) + p(T\E), 

即 知 巨 是 yy* 可 测 集 。 

我 们 称 & 测度 为 零 的 集合 是 4- 零 集 。 

定义 1.11 设 y 是 环 R 上 的 测度 ,如 果 RR 中 任何 pr- 零 集 的 任何 子 集 均 属于 R， 
则 称 y 是 R 上 的 一 个 完全 测度 。 

引 理 4 jy* 是 RR 上 的 完全 测度 。 

证 明 设 EE 民 上 且 ye*(E) 一 0,E 是 EE 的 任 一 子 集 ,由 HCR) 的 定义 知 EEH(R)， 
所 以 pj*(E) 声 p*(E) = 二 0, 即 ji*(E) = 二 0, 由 引 理 3 知 EER。 

现在 我 们 着 重 说 明 以 下 两 方面 的 问题 : 

(i) 既然 玉 是 包含 R 的 c 环 ,当然 有 RSCOR), 且 心 是 限制 在 SCR) 上 的 测度 ， 
但 民 与 SCR) 有 什么 关系 呢 , 即 R 比 SCR)“ 大 ”的 程度 如 何 ? 因为 及 的 引出 是 来 自 
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* ,所 以 需 从 w* 的 角度 讨论 这 个 问题 。 

Gii) 有 上 的 py* 测度 是 R 上 测度 w 的 扩张 ,在 这 个 意义 上 也 可 将 玉 上 的 we 仍 记 
为 ,那么 在 R 上 的 co- 有 限 方面 的 性 质 是 否 能 推广 到 j.* 上 呢 ? 

实际 上 ,以 上 两 问题 是 有 联系 的 。 下面 的 几 个 引 理 和 定理 将 给 出 说 明 。 

引 理 5 /是 环 R 上 的 -有 限 测度 ,那么 w* 必 是 R 上 的 o- 有 限 测度 。 

证 明 ”对 民 中 的 任何 集 EE, 由 于 EEH(R), 故 存在 RR 中 的 集 列 {E;} (i 一 1,2， 


…) ,使 EC UEE,。 而 又 由 诸 E, 是 -有 限 的 ,又 存在 了 中 的 集 列 { 本 1 一 1,2,…) 
使 CU 及 (i 一 1,2,…) 且 p(BEi) < 二 co, 因此 得 到 ECUUE, 而 u*(E) = 
x( 国 ) < 十 co, 即 说 明 w* 是 o- 有 限 的 。 

引 理 6。” 如果 EER , 心 (E) < 十 co , 则 存在 GESCR) ,使 GDE, 且 py*(G\E) = 


证 了 明 对 任 给 二 0， 由 x 的 定义 , 必 有 及 中 的 集 列 {E;} (i 一 1,2，…) 使 
ECUE., 且 


pr(E) +e> DAE,), 
“ i=1 
故 j*(UE) 之 BE ) < pCE) 十 e。 
而 品 忆 ESCR), 即 说 明 对 于 玉 中 的 任意 集 巨 , 均 存 在 SCR) 中 的 集 UE 使 得 E 
CUE, 且 二 者 测度 的 差 可 以 任意 小 。 
分 别 取 s = 二 (一 1,2,…) ,得 到 SCR) 中 的 一 集 列 F, 满足 ， 
~ ECHF,, 
mF) < mE)+e — m(E) + 
一 几 F, 易 知 GES(R), 则 mG) 和 me(F,) 之 mr(E) 十 地 ,ECG. 


当 n -> ee 时 ,rr(G) 委 ME)， 且 下 CG, 所 以 MGCGC) = mE)., 
由 mr(G) 一 me 十 mrCGNE) ,注意 到 yi*(E) < 十 co, 所 以 mrCCGNE) 二 0。 
注 7 ” 一个.* - 零 集 正 一 定 是 一 个 属于 SCR) 的 六 - 零 集 的 子 集 。 这 也 说 明 
SC(R) 上 jy* 不 一 定 是 完全 测度 ,而 扩大 到 及 之 后 ,y* 便 成 了 完全 测度 。 
定理 1.11 如果/ 是 R 上 的 c- 有 限 测 度 , 则 ， 
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(i) 及 中 任何 集 瑟 必 可 表示 成 S(R) 中 集 G 与 一 个 p* - 零 集 N 的 差 :E 二 GM\N; 

(ii) R 中 任何 集 已 必 可 表示 成 SCR) 中 集 下 与 一 个 * - 零 集 N 的 并 :E 一 
FUN。 

证 骨 

(人 设 EER ,由 引 理 5 知 存在 R 中 的 一 列 集 {E,} (i 一 1,2,…) ,使 ECUE,, 
且 j*(E) < 十 co(i 二 1,2,…), 不 妨 假定 E 一 UE( 否 则 用 ENE; 代替 已, 即 可 )。 
由 引 理 6 知 对 每 个 E,ER' ,存在 G;ES(R) ,使 得 ， 

GIOE, (GN\E) 一 0。 
令 G= UG ; 则 GES(R) 且 GD 二 三 , 故 有 


G\E = (CUGINCUE)CUCGANE)， 
所 以 


GN\E) Sp (U (GN\E)) < Dr (GANE,) = 0， 


故 pr*(GNE) = 0, 令 NN = G\E, 即 
下 一 GAN, 而 六 是 pw* - 零 集 。 

(ii) 由 (0) 知 巨 可 表示 成 : 瑟 = G\N, ,其 中 GESCR) ,N 是 六 - 零 集 。 由 注 7 
知 存在 NESCR) ,N 是 pr - 零 集 , 收 二 No , 今 下 = GAN , 则 FESCR), 且 下 CE 
ENFCNi. 令 N= ENF, 知 N 是 kw* - 零 集 , 且 巨 = FUN。 

注 8 ”从 上 述 定理 中 知 , 当 R 上 的 测度 x 是 o- 有 限 测 度 时 ,R 比 之 SCR) 实际 
上 只 是 1.* 的 完全 化 后 的 结果 。 

由 于 我 们 希望 将 环 R 上 的 测度 扩张 到 越 大 的 环 上 越 好 ,这 样 对 于 以 后 我 们 的 
积分 会 提供 方便 ,但 是 对 于 固定 在 环 R 上 的 测度 , 它 最 大 的 限度 只 能 扩张 到 RR 上 ， 
也 就 是 说 o 环 民 是 依赖 于 环 R 上 的 测度 的 。 例如 ,假设 jy 和 v 是 环 及 上 的 两 个 测 
度 , 由 此 二 测度 扩张 得 到 的 e 环 分 别 记 作 及 * 和 及 ,, 其 上 的 测度 分 别 记 作 w* 和 v*， 
那么 v* 在 RI 上 和 Am* 在 及 ,上 作 比 较 可 能 没有 意义 。 通 常 我 们 只 把 wx“* 或 是 v* 限 
制 在 SCR 上 ,因为 在 SCR) 上 w* 和 v* 均 是 测度 。 从 SCR) 的 构造 上 看 ,SCR) 上 是 
R 在 集合 的 范围 内 按 集 合 论 的 方法 (与 有 无 测度 无 关 ) 引出 的 扩张 ,所 以 即便 是 在 
S(R) 上 w* 可 能 不 再 是 完全 测度 ,把 SCR) 看 做 ”的 定义 域 还 是 比较 合适 的 。 

现在 给 出 测度 唯一 性 定理 。 

定理 1.12 设 j 和 js 是 o 环 S(R) 上 的 两 个 测度 , 且 在 R 上 均 是 co- 有限 的 ， 
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对 任何 下 ER,ja CE) == jy (E) ,那么 在 SC(R) 上 ,jn 二 pu。 

证 明 ”我 们 先 定 义 如 下 的 集 族 M,EEM 意 指 : 

EES(R) 且 满 足以 下 两 条 件 : 

(iD 存在 R 中 一 集 列 {E,}(n = 1 2 CE) < 十 co 二 1,2,…), 使 
ECUE,; 

(ii) 对 一 切 AER, 当 ju(A) < 十 时 ,ya (ANnE) = jy (ANE), 

按 集 族 M 之 定义 , 易 知 RCM。 事实 上 , 当 EER 时 ,由 于 jy 在 R 上 是 o- 有限 
的 ,所 以 EE 满足 (i)。 又 由 于 jy 和 Am 在 及 上 是 相等 的 ,所 以 也 满足 (iD , 即 EEM。 因 
此 了 有 RCM. 下 证 在 M 上 Am 三 me。 

任 给 EEM, 由 (i) 存 在 R 上 集 列 {E,}(n 二 1,2,…) 使 (EE,) < 十 co 人 一 1， 


2,…), 且 EC U E, ,显然 可 使 得 诸 {E,} 是 两 两 不 交 的 。 由 EE 一 UENE,) 以 及 条 
件 ( 让 知 ,ya (CE, 门 E) = pa(E, 门 E) , 故 得 


um (FE) = SY (ENE,) 一 Sy (ENE,) = pz (EF), 

下 证 M 是 单调 族 ， 

设 {F,) 是 M 中 一 单调 集 列 ,由 于 每 个 F, 均 满 足 条 件 (i) ,所 以 有 R 中 一 列 集 
(Er}(n 一 1,2,…) 使 (EY) < 十 20, 且 FsCU, 故 有 limF。CUU EE, 即 
lim Fw 满足 条 件 (i)。 又 由 诸 FF 满足 条 件 ( 让 ), 即 当 AER,wm(A) < 十 ce 时 ， 

(ANF,) = ps(ANMNF,). 
由 测度 的 上 (下 ?连续 性 以 及 m (A) < 十 co， 
limpy (ANF,) = pp (AN lim Fw ) 
= limpa(ANF,) 
= pA limF,), 
故 lim F。 满足 条 件 (ii)。 因 此 lim F, EM, 即 M 是 单调 族 。 再 由 定理 1. 5 后 面 的 推 
论 知 MSCR)。 所 以 在 SCR) 上 j== ma 。 

例 3 对 于 R" 中 的 环 U 上 的 测度 mm ,把 m 扩张 到 的 集 族 U 记 为 Lo( 或 4)， 
显然 它 是 一 og 环 。m, 在 Le 上 是 完全 测度 , 称 为 Lebesgue-Stieltjes 测度 。 称 L。 为 及 
中 关于 wa(x) 的 Lebesgue-Stieltjes 可 测 集 类 。 由 于 H(U) 是 R" 的 所 有 子 集 的 全 体 ， 
所 以 Le。 也 可 以 说 成 是 R 中 m* 可 测 集 的 全 体 。 尤 其 是 当 a(z) 一 工 时 ,R" 中 关于 
5 可 测 集 的 全 体 即 为 第 三 章 中 已 定义 的 R" 中 的 Lebesgue 可 测 集 族 ,其 测度 就 是 
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附录 一 抽象 测度 与 抽象 积分 理论 简 述 地 


Lebesgue 测度 。 
易 知 在 SCU) = B 上 ,m* 是 测度 ,但 不 是 完全 测度 , 即 存在 着 不 是 Borel 集 的 可 
测 集 , 在 本 节 中 给 了 理论 上 的 一 个 合理 的 解释 。 


四 、 抽 象 可 测 函 数 与 积 

(一 ) 可 测 空间 与 可 测 函 数 

定义 1.12 ” 设 X 是 一 个 集合 ,S 是 和 的 某 些 子 集 所 组 成 的 c 代 数 , 则 称 X 和 8 成 
一 可 测 空间 , 记 为 (X,S) 。S 中 的 任 一 集 EE, 均 称 为 该 可 测 空间 (X,S) 中 的 可 测 集 。 

定义 1.13 设 (X,S) 为 一 可 测 空 间 ,EES,f 为 E 上 的 广义 实 函 数 , VY aER' , 若 
集合 

E[f>al] 

均 为 (X,S) 中 的 可 测 集 , 则 称 /为 E 上 的 可 测 函 数 。 

可 类 似 于 第 四 章 定义 4. 1.4, 定 义 可 测 空间 中 的 可 测 集 上 的 简单 函数 概念 。 

在 上 述 定义 之 下 ,第 四 章 34.2 中 关于 可 测 函 数 概念 的 定理 4. 2.1,4.2.2， 
4.2.3 和 4.2.4 以 及 $4.3 中 关于 可 测 函 数 性 质 除 推论 外 的 所 有 性 质 均 成 立 , 且 其 
证 明 也 完全 类 似 , 进 而 也 可 像 X4.4 中 -- 样 ,在 可 测 空间 中 建立 可 测 函 数列 的 几乎 
处 处 收敛 和 依 测度 收敛 概念 , 且 相 关 的 Egoroff 定理 ,Lebesgue 定理 和 Riesz 定理 
均 成 立 , 其 证 明 方法 也 类 似 。 

(二 ) 测度 空间 和 抽象 积分 

定义 1.14 ” 设 (X,S) 为 一 可 测 空间 ,y 是 S 上 的 一 个 测度 , 则 称 可 测 空间 (X， 
S) 和 测度 wx 成 一 测度 空间 , 记 为 (X,S,y)。 

_ 由 测度 的 有 限 性 .so- 有 限 性 或 完全 性 概念 ,可 定义 测度 空间 (X,S,p) 的 有 限 
性 .so- 有 限 性 和 完全 性 概念 。 

可 完全 类 似 于 第 五 章 $ 5.1 和 8 5.2 在 测度 空间 中 定义 关于 非 负 可 测 函 数 和 
一 般 可 测 函 数 的 积分 概念 :| /dz, 然 后 ,在 (X,S,p) 是 有 限 的 完全 测度 空间 条 件 


下 ,也 可 建立 相应 的 积分 性 质 和 极限 定理 ( 除 关 于 积分 的 几何 意义 的 结论 外 )。 
在 此 基础 上 ,利用 已 有 的 积分 理论 ,可 建立 关于 抽象 测度 的 乘积 测度 概念 和 理 
论 (此 内 容 本 书 从 略 ), 进 而 建立 抽象 积分 的 Fubini 定理 。 
以 上 即 为 抽象 积分 理论 的 最 基本 内 容 。 
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附录 二 . 


-~ 


本 书 第 五 章 对 Lebesgue 积分 的 建立 ,采用 了 从 非 负 简单 函数 的 积分 到 非 负 可 
测 函 数 的 积分 ,最 后 到 一 般 可 测 函 数 的 积分 的 方式 。 事 实 上 ,Lebesgue 积分 的 建 
立 尚 有 多 种 方式 。 我 们 在 本 附录 中 要 讨论 以 下 方式 , 即 以 Riemann 积分 的 “分 割 、 
求 和 、 取 极限 ”的 思想 方法 为 基础 (当然 和 Riemann 积分 有 本 质 的 不 同 之 处 ) 的 方 
式 。 两 种 方式 相 比 ,我 们 在 第 五 章 中 所 采用 的 方式 ,论述 简捷 , 且 易 于 向 抽象 积分 
推广 。 因 此 ,这 一 方式 为 近年 来 中 、 外 许多 实 变 函 数 著作 所 采用 。 但 是 ,不 能 不 看 
到 ,这 一 方式 在 一 定 程度 上 掩盖 了 Lebesgue 积分 和 Riemann 积分 在 积分 的 基本 
思想 上 的 本 质 差 别 , 不 能 使 人 们 直接 看 到 在 积分 的 基本 思想 上 ,Lebesgue 积分 对 
Riemann 积分 的 改进 之 处 .高 明之 处 。 因 此 ,作为 本 书 的 附录 ,我 们 对 后 一 方式 作 
一 补充 前 述 , 以 使 读者 对 Lebesgue 积分 有 更 加 深刻 的 认识 。 


在 本 段 中 , 若 无 特 别 声 明 , 均 设 ECR" ,可 测 且 入 已 < 十 co ,为 互 上 的 非 负 有 

界 函 数 , 即 3MER' ,M > 0, 使 
Of(r) TAM, VrEE, 

(一 ) 积分 概念 

1. 分 划 

设 

E =UE, (1) 

其 中 E,,E,,*…,E. 为 E 的 有 限 个 两 两 不 交 的 可 测 子 集 , 则 称 FE,,E,,.,E. 构成 下 
的 一 个 分 划 , 或 称 式 (1) 为 E 的 一 个 分 划 。 为 方便 起 见 , 以 后 我 们 用 DD 表示 的 分 
划 。 

设 在 集 巨 上 有 两 个 分 划 : 


| 
D:E=UED 
kz 
D, :FE 一 U E;” o 
;=1 
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附录 二 ， Lebesgue 积分 的 另 一 种 建立 方式 | ; 


由 这 两 个 分 划 可 构成 一 个 新 的 分 划 DD， 


&1 ko 
E= ENE= (UEM)N(U EY?) 
i=1 j=1 


| ko 
U U (EP NEY). 


i=1j 


令 
ENE®D = E, i= 1,2,° ,ki;j = 1,2,,k,, 
则 分 划 DD 即 为 
kl 如 
E=U Es 
j=1 j= 
称 分 划 DD 为 分 划 D! 和 D; 的 合并 , 记 为 
D 一 Di 十 D,， 
此 时 ,也 称 分 划 D 是 比分 划 D1( 或 D;) 细密 的 分 划 。 
2. 大 和 与 小 和 
设 有 分 划 
D:E=UE 
今 
B;= supf (x), b= inff(x), i= 1,2,,k, 
EE, rEE, 
则 
0 达 b 达 BM, i= 1,2,..",k。 
今 


Sp 一 SBmE,, sp 一 SpmE,, 
分 别称 Se 和 sp 为 关于 分 划 DD 的 大 和 与 小 和 ,Ss 和 sp 也 记 为 S(D, 了 f) 和 5(D， 
门 。 
由 大 和 与 小 和 之 定义 ,显然 有 
0< sp Sp MmE, 
对 所 有 分 划 所 得 到 的 大 和 全 体 {So } 与 小 和 全 体 {sp} 均 为 有 界 数 集 。 
引 理 1 设 D 和 D' 为 E 上 的 两 个 分 划 ,D" 比 了 细密 , 则 
sp sp Sp RIp。 
即 : 当 分 划 变 细 时 ,小 和 单调 增加 ,大 和 单调 减少 (此 处 之 单调 为 不 严格 单调 ) 。 
证 明 设 分 划 疡 为 
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实 变 函数 
由 已 知 , 必 存 在 分 划 D”; 
使 得 


则 D' 即 为 


ki £1 
E=UU(ENED) =UUE,, 
i=li= i= l=1 
其 中 
E; 一 ENME,,i 一 1 2，……,3;7 一 1,2，……,/。 
注意 此 时 有 
E, CE,j = 1,2,..1;i = 1,2,..……,k。 
E; NE; 一 Gj,h 一 1,2,°" ,1,] zh;i = 1,2,.,.k。 
1 
mE, = DmEs oi = 1] ,2,.… ,上 
j=1 


由 上 述 定 义 ， 
bi; 一 inf f (x),i 一 1,2,.",k, 
rEE, 
bs 一 inf FCz) ,7 一 1,2 ,L311,2,.,k。 
<E EU 
故 由 下 确 界 的 性 质 , 有 


b. bob; ,J 一 1,2,.° ,1;i 一 1,2,..…,k, 
从 而 


{ 


下 了 & 
sy 二 2D OpsmE; 之 >， bmE,; 


一 yomE， = Spe 
同 理 可 证 Sv 科 So。 引 理 证 毕 。 
推论 1 设 ss 和 So, 分 别 为 了 在 正 上 的 任 一 小 和 与 任 一 大 和 , 则 

sp! SE Sp, 
证 明 ” 取 分 划 
D= D,++D;,, 
由 引 理 1, 即 得 
Sp 坟 Sp 二 Sp 和 Sp, oa 

由 推论 1 可 直接 得 : 
推论 2 设 :; 和 5S 分 别 为 任 一 小 和 与 任 一 大 和 , 则 
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附录 二 ， Lebesgue 积分 的 另 一 种 建立 方式 


CE sup{so} 过 in{{ So) 委 S。 
) 
3. 上 、 下 积分 


dz 一 inf(So)。 
FE D 


分 别称 | /dz 和 | fdz 为 /在 E 上 的 下 积分 和 上 积分 。 
由 该 定义 和 推论 2, 即 有 ， 
推论 3 ” 设 s 和 S 分 别 为 函数 7 在 巨 上 任 一 小 和 与 任 一 大 和 , 则 


1) :二 | far< dz 去 Si 
JE 


2) o<| far- | far<s—s. 
4. 积分 
定义 2.1 设 mE 二 二 吕 ,f 为 E 上 的 非 负 有 界 孙 数 。 若 在 上 的 上 、 下 积 


分 相等 , 则 称 f 为 E 上 的 (测度 有 限 函 数 非 负 有 界 意 义 下 )Lebesgue 可 积 函 数 , 或 简 
称 为 可 积 函 数 ,也 称 f 在 E 上 ( 非 负 有 界 ) 可 积 。 称 上 .下 积分 的 共同 值 为 /在 E 上 


的 Lebesgue 积分 或 积 , 记 为 (L)| fdx 或 | dz, 即 


| far = | yd = | .far = | far. 


(二 ) 可 积 性 的 充 要 条 件 
定理 2. 1( 可 积 性 充 要 条 件 1 ) 设 mE < 十 co, 太 为 已 上 的 非 负 有 界 函 数 , 则 
三 在 下 上 可 积 <-> Ve > 0, 存 在 分 划 D, 使 得 
Snp 一 sp < e。 
证 明 
证 "一 一 ”: 由 | /dr 之 定义 ,Ve > 0, 存 在 分 划 Di ,D, ,使 得 


| az 一 得 < ， Sn 一 | .fdz+ 三 。 (2) 
2 1 2 E 2 
取 分 划 D = Di 十 D;, 则 由 引 理 1 和 推论 1, 有 

5pD yp 所 Sp 委 5p,。 (3) 


结合 式 (2) 和 (3), 即 得 


Sp— sp 过 Eo 
证 "于 一”; Ve > 0, 由 已 知 及 推论 3, 有 


o<| far—| fdr< so—s <eo 


由 之 任意 性 ,得 


| va =- | fdz, 
即 得 f 之 可 积 性 。 
由 分 划 及 其 细密 概念 ,不 难 推 得 下 面 的 引 理 2( 由 读者 自 证 )。 


引 理 2 ” 设 有 E 的 两 个 分 划 : 


| 
D :FE 一 U EY 9 
i=1 


D2:E -UEP, 

D, 比 Di 细密 , 则 

1) D: 中 的 任 一 Ei” 必 含 于 D, 中 的 某 Ei 中; 

2) 设 zoEE, 那 么 ,3io(l 二 io 世 和 ), 使 得 zo0EEW ,并 且 3 jo(1 志 jo 志和 2)， 
使 得 xo。EE;?, 则 此 时 必 有 

EY OF 
定理 2.2 (可 积 性 充 要 条 件 IE) 设 mE 一 二 co, 则 
ff 在 E 上 ( 非 负 有 界 ) 可 积 寺 <>f 在 EF 上 非 负 有 界 可 测 。 


证 朋 
证 “一 一 ”: Ye > 0, 下 面 我 们 欲 构 造 请 的 一 个 分 划 DD ,使 得 
Sp— sp <<e。 (4) 
由 前 面 所 设 ， 
0 委 jz)<M，VzEE。 
取 KEN, 使 得 


首先 我 们 分 割 区 间 [0,M) :用 分 点 


1 2 i—1 1 
0 ,元 M ,天 M， 9 K M,iM, AM， 


将 [0,M) 分 为 天 个 左 闭 右 开 区 间 : 


1 1 2 K 
[0, RM) ,LRM KM), ,[ K K EK 
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然后 分 割 定义 域 E: 令 


E, = [二 M 扩 /< 天 M]， i= 1,2,.,K 


显然 , 诸 Ei 两 两 不 交 , 且 由 之 可 测 性 知 , 诸 E; 均 可 测 。 从 而 我 们 得 EE 的 一 个 
分 划 D: 


E =UE,. 
下 面 证 明 该 分 划 D 即 为 所 求 。 事实 上 ,由 E, 之 定义 , 必 有 
B,—b, << 牙 ， i = 1,2,.…,K, 
故 有 


K 
Sp— sp 一 DB, — bi mE, 
1=1 


这 样 ,由 式 (5) 即 得 式 (4)。 由 定理 2.1, 即 知 /之 可 积 性 。 
证 “一 一 ”: 为 证 了 之 可 测 性 ,下 面 的 基本 思路 是 :将 了 表示 为 简单 函数 的 极 
限 。 


(I) 由 之 可 积 性 和 定理 2.1, YnEN, 存 在 分 划 D, : 


gdp 
使 相应 D, 的 大 和 与 小 和 满足 


Ss,—s 一 工 ， n= 1,2,.…， 
n 


(6) 
并 且 可 使 D,: 比 D, 细密 ,n 一 1,2,*… 
(TI) 按 大 和 和、 小 和 的 定义 ， 
”一 DP Bm Er, sn 一 Spm Em, n= L120 
=!1 i=1 
其 中 


Bo = sup flr) b™ = inf fz), 1 = 1,2, k,n = 1,2,, 
LE Er xzEE™ 
构造 简单 函数 列 {B, (zx)}) 和 {6b,(x)}) 如 下 :Yn€EN,， 
B, (x) 一 B"*,YVrEE'™ ol 一 1,2,° “sk,s 


brT) = bo" ,VrEE" ,i = 1,2,.,k,。 
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SS 


， 实 变 函数 


则 有 
bz) Eb Cf) EB nr EB(r), VrEE, n= 1,2,.(7) 
我 们 仅 证 其 中 的 不 等 式 
DCTZ) Ebr(r), VrEE, n= 1,2,, (8) 
其 余 由 读者 自 证 。 


事实 上 ,VzxoEE,VnEN,Iio(l 声 io 太 &) ,使 得 zoEE" ,4jo(l 志 jo 声 

kn1) 使 得 zx EEgrrb 。 此 时 ， 
bzo) 一 bm ， bnlro) = bs 
因 D,, 比 也 , 细密 ,由 引 理 2 知 
EW" DOE, 
故 由 下 确 界 性 质 , 有 
bY SW, 

故 式 (8) 成 立 。 

《 肝 ) 令 

f(7) = limb,(x), f(z) = limB,(r), YzEE。 

则 在 巨 上 有 : 

(i) f(z) 和 f(z) 均 为 可 测 函 数 。 

OD Bz) EA) EFA) ES) SB) n=1,2," 

(ii) Ve 之 0, 令 

Ele) = E[f—/f>e]， 

则 mE(e) = 0。 

(iv) ff。 

结论 (人 和 (iD 均 显然 ,故我 们 仅 证 (iii) 和 (iv)。 

证 (ii) ;首先 ,任意 取 定 nEN。 令 

I= {i:l <i<k,,E"NE() 天 他 )。 
我 们 证 明 ; YiET, 有 


BI” —bi"” 之 €。 (9) 
事实 上 ,对 该 iE1, 任 取 xoEE'" 门 E(e)。 这 样 ， 
由 zo EECe) 
f(x) — f(x) >e (Ele) 之 定义 ) 
一 二 B,(zu) 一 久 (zo) Fe。 (结论 (ii ) (10) 
由 zo 生 已 ”) 


234 1 


ee 
附录 二 . Lebesgue 积分 的 另 一 种 建立 方式 i 


—>B,(r) = Bl"*, b(ro) = bs (11) 
式 (10) 和 (11) 结 合 , 即 得 式 (9)。 
下 面 我 们 用 反 证 法 证 明 mE(e) 二 0。 假如 
mE(e) =6>0,。 
则 


大 
S, 一 = 2) B® 一 区 mE 
1 一 


大 


2 2 (Bf 一 区 mr(CE 和 2 们 开 (e)) 


i=1 


= B® —b" mE" 人 ECe)) 
:ET 


之 emEl(e)=e6>0, n= 1],2,."。, 
与 式 (6) 矛 盾 , 故 必 有 mE(e) = 0。 结 论 (ii) 证 毕 。 
证 (iv) :由 (iii), 有 


mE[7 一 上 > 人] 一 0， p = 1,2，， 
又 
E[f #1/]= Elf-f{>0=UEL-/>3] 
故 
0<mE[f# /< mE[f—/>$]=0 
从 而 
mE[f/ f=0, 
即 得 结论 (iv) 。 
(NV) 由 (下 ) 中 之 结论 Ci) 和 (iv), 即 得 
在 E 上 ,f/f 六， 
而 了 可 测 , 故 得 f 在 E 上 之 可 测 性 。 


定理 证 毕 。 

注 1 当 mE < 二 史 时 , 因 任何 非 负 有 界 可 测 函 数 均 (L) 可 积 , 故 玉 的 任何 可 
测 子 集 的 特征 函数 以 及 E 上 的 任何 非 负 简单 函数 均 (1L) 可 积 。 这 样 ,我 们 已 经 看 
到 ,许多 Riemann 不 可 积 的 函数 ,在 Lebesgue 意义 下 ,都 成 为 可 积 函数 , 其中， 
Dirichlet 函数 就 是 一 例 , 它 是 (R) 不 可 积 的 ,但 却 是 (L) 可 积 的 。 

注 2 该 定理 充分 性 的 证 明 过 程 或 者 说 证 明 思 路 是 十 分 重要 的 , 它 充分 体现 
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了 Lebesgue 积分 的 基本 思想 。 这 个 基本 思想 就 是 :在 对 其 定义 域 进行 分 划 时 , 通 
过 对 其 值 域 所 在 区 间 的 分 割 ,来 分 割 定义 域 ,将 函数 值 相 近 的 点 合 在 一 起 ,构成 一 
个 小 的 集合 。 这 正 是 在 积分 的 基本 思想 上 ,Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 的 根本 
不 同 之 处 。 

《三 ) 可 积 性 和 积分 的 几何 意义 

本 段 中 我 们 将 用 下 方 图 形 概念 ,来 建立 可 积 性 和 积分 的 几何 意义 。 通 过 这 一 
几何 意义 , 即 可 把 积分 理论 中 的 某 些 问题 化 为 测度 理论 的 问题 ,从 而 以 测度 理论 为 
工具 进行 解决 。 因 此 ,本 段 中 所 建立 的 结论 在 积分 理论 中 有 重要 意义 。 

定理 2.3 设 mE < 十 co,f 为 EE 上 的 ( 非 负 有 界 ) 可 积 函 数 , 则 

1) G(E, 可 测 ，; 

2) | fdr = mGCE, 亡 。 


证 明 
证 1) :由 本 附录 定理 2.2 和 定理 4.2.6, 知 在 FE 上: 
f( 非 负 有 界 ) 可 积 一 二 了 非 负 可 测 = 一 一 G(E, 了) 可 测 。 
证 2) : 
( 工 ) 由 了 之 可 积 性 和 和 定理 2. 2 的 证 明 过 程 , 可 知 : 
(i) 存在 一 列 分 划 {D,): 


大 
万 , :五 一 同形， n= 二 1,2,:， 
1 一 1 


使 得 
1 D+ 比 D, 细密 ; 
2”S, — ss, — 0(n -> oo)。 C12) 
(ii) 存在 一 列 简单 沪 数 人 6, (x)}: 
bx) = 6b" ,YrEE™®, 1 一 1 2 
使 得 在 上 上 有 : 
3° br) bn(r), n=1,2,; 
4° b, (x) ee f(r) 
(C1) 由 式 (12) 及 | .dz 之 定义 ,可 知 
$= | fdr(n 00), 《13) 
E 
下 面 证 明 
snr mG(E,7f), (14) 
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事实 上 ,由 5, 之 定义 和 $$ 4. 2 下 方 图形 的 性 质 3 有 


大 


$s = DomE!™ = mG(E,b,). 
1 一 1 


由 (了 ) 中 6, (x) 所 满足 的 性 质 及 下 方 图 形 的 性 质 7, 有 
mG(E,b,) —> mG(E, f/f)。 

结合 式 (13) 和 (14), 即 得 结论 2) 。 

定理 证 毕 。 

(四 ) 积分 的 初等 性 质 

定理 2.4 设 mE 一 十 co。 

(GD 设 f 在 E 上 ( 非 负 有 界 ) 可 积 , 则 


o<| fdr MmEkE; 
E 
f(x) ecER'), YrEE, 


| fdr=cmkE; 
FE 
(ii | ldr = mE, 

E 


该 定理 由 读者 自 证 。 
定理 2. 5( 积 分 的 单调 性 )” 设 f 和 gg 均 在 E 上 ( 非 负 有 界 )? 可 积 , 且 
f(z) 过 g(x), YrEE, (15) 


| .rar<| gdr。 
E E 


证 明 ”已 知 条 件 
mG(E,f) mG(E,g) (下 方 图 形 性 质 4) 


一 | /dr<|gdr. (定理 2. 3) 
定理 2.6( 积 分 的 可 加 性 ) ” 设 f 和 g 均 在 E 上 ( 非 负 有 界 ) 可 积 , 则 f 十 g 也 在 


E 上 ( 非 负 有 界 ) 可 积 , 且 


| f+eydr— | fdart| gdz。 (16) 
E E E 
证 明 ”由 ( 非 负 有 界 ) 可 积 和 非 负 有 界 可 测 的 等 价 性 , 易 知 f 十 g 的 可 积 性 ,下 


面 证 明 式 (16)。 
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i 
|| 实 变 函 数 


ye 过 0, 由 积分 定义 ,存在 分 划 D 和 D; ,使 得 
SCD, , 门 一 | faz 十 和， 


SC(D,,g) <| gdzr 十 方 。 
E 
取 分 划 D= D,+D; ; 则 由 引 理 1, 有 
SCD,) <| fdrt+§, 
E 2 
€ 
SCD,g) 一 | edz+ 与 。 


由 大 和 之 定义 ,不 难 证 得 
S(D, fg) 二 S(D,f) 十 SCD,g)。 


又 由 积分 定义 可 知 
| +adr< SD,f+e), 
故 得 
| cr+edz<| fart| gdrte. 

由 e 之 任意 性 , 即 有 

| cr+adr<| dz+|sdz. (17) 

同 理 , 用 小 和 可 得 
| cr+edz> | raz+| sdz. (18) 
. 式 (17) 和 (18) 结 合 即 得 式 (16)。 


定理 2.7 设 
E= EUE:,,E /NE =, 
其 中 Ei ,E; 均 可 测 且 测 度 均 有 限 。 又 设 /在 已 上 ( 非 负 有 界 ) 可 积 , 则 f 在 E, 和 瓦 。 
上 均 ( 非 负 有 界 ) 可 积 , 且 


证 明 ff 在 E 上 ( 非 负 有 界 ) 可 积 
一 > 了 在 E 上 非 负 有 界 可 测 (定理 2. 2) 


一 = 了 在 El 和 E, 上 均 非 负 有 界 可 测 (定理 4. 3. 2) 
一 >> 了 在 E, 和 EE, 上 均 ( 非 负 有 界 ) 可 积 (定理 2. 2) 
由 定理 2. 3 及 下 方 图 形 性 质 2, 有 
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mG(E,f) = mG(E,, /+mG(E,,f), 
故 再 由 定理 2.3, 即 得 式 (19)。 证 毕 。 
(五 ) (L) 积分 与 (R) 积分 的 关系 (在 f 为 非 负 有 界 函 数 条 件 下 ) 
为 对 (LL) 积 分 和 (R) 积 分 进行 比较 ,对 (R) 积分 ,我 们 也 设 f 为 La,56] 上 的 非 负 
有 界 函 数 。 今 Ds ,Ss 和 ss 分 别 表 示 (R) 积 分 中 的 分 划 .大 和 与 小 和 ,以 { Da} 表 示 其 
分 划 的 全 体 , 以 {Sr} 和 {sx} 分 别 表示 在 所 有 分 划 {Dr}) 之 下 其 大 和 与 小 和 的 全 体 。 


以 CR)| ydz 和 (R)| /dz 分 别 表示 (R) 积 分 中 的 上 积分 和 下 积分 , 即 


CR)| far = inf{ Sej ,CR)| faz 一 sup{sg}, 
为 便于 比较 ,我 们 不 取 积 分 和 的 极限 的 形式 作为 (R) 积 分 的 定义 ,而 取 上 、 下 
积分 相等 , 却 
CR)| 7dz = CR)| yaz 


作为 (R) 可 积 性 的 定义 ; 取 上 、 下 积分 的 共同 值 作为 (R) 积 分 值 的 定义 , 即 
CR)| faz = CR)| faz = CR)| faz. 


与 此 相对 应 ,在 mE < 十 o,f 非 负 有 界 的 条 件 下 ,我 们 以 Di ,Si 和 si 表示 (L) 
积分 中 的 分 划 、 大 和 与 小 和 ,以 {D1} 表示 其 分 划 的 全 体 ,以 {Si) 和 {si} 分 别 表示 在 
所 有 分 划 { D1} 之 下 其 大 和 与 小 和 的 全 体 。 因 此 ,在 这 些 记号 之 下 ,(L) 积 分 的 上 、 下 
积分 可 分 别 表示 为 


CD)| faz — inf{S,}, | fdz = sup{si)。 


1. (L) 积 分 与 (R) 积 分 的 比较 

比较 两 种 积分 的 定义 ,我 们 看 到 ,对 于 大 ,小 和, 上、 下 积分 以 及 可 积 性 和 积分 
的 定义 ,两 种 积分 (在 形式 上 ) 都 是 完全 一 致 的 ,所 不 同 的 仅 有 两 点 : 

(D 积分 区 域 不 同 。 

(R) 积分 的 积分 区 域 只 能 是 区 间 , 而 (1) 积 分 的 积分 区 域 可 以 是 任意 测度 有 限 
的 可 测 集 (以 后 将 被 扩大 为 任意 可 测 集 )。 

(i) 分 划 不 同 ( 对 此 ,在 定理 2. 2 的 注 2 中 我 们 曾 提 过 )。 

在 分 划 的 定义 中 ,(R) 积 分 是 将 积分 区 域 分 为 小 的 区 间 ; 而 (L) 积 分 是 将 积分 
区 域 分 为 小 的 可 测 集 。 

这 样 ,(R) 积 分 事实 上 只 是 把 积分 区 域 中 一 些 距 离 相 近 的 点 放 在 一 起 构成 一 
个 小 的 集合 ,而 (L) 积 分 却 可 以 做 到 :把 积分 区 域 中 函数 值 相 近 的 点 放 在 一 起 构成 
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一 个 小 的 集合 。 在 对 其 积分 区 域 进 行 分 划 时 , 是 以 "其 函数 值 相 近 ” 为 原则 ,还 是 以 
“两 点 间 其 距离 相近 ”为 原则 ,这 正 是 在 积分 的 基本 思想 上 ,(L) 积 分 与 (R) 积 分 的 
根本 不 同 之 处 ,也 正 是 (L) 积 分 比 (R) 积 分 的 改进 之 处 。 

正 是 这 个 根本 不 同 , 使 (L) 积 分 的 可 积 函 数 的 范围 比 (R) 积 分 得 以 大 大 的 扩 
展 。 这 个 不 同 也 是 使 (L) 积 分 具有 (R) 积 分 所 没有 的 许多 好 的 性 质 的 主要 根源 之 


2. (LL) 积 分 与 (R) 积 分 的 关系 (在 EE 二 [a,bj,f 非 负 有 界 条 件 下 ) 
定理 2.8 设 f 为 La,5] 上 的 非 负 有 界 函 数 , 则 在 [a,5] 上 ， 

1) f(R) 可 积 一 > 了 (L) 可 积 ; 

2) 当 A(R) 可 积 时 ,两 种 积分 值 相等 。 


证 明 ”首先 ,我 们 进一步 分 析 (R) 积 分 的 分 划 ,大 .小 和 与 (L) 积 分 的 分 划 , 大 、 
小 和 的 关系 。 


设 有 CR) 积分 的 分 划 Pr : 
a= xo A TT = 0。 
令 
Ai = [zyz]，1i 一 1,2,…,n。 
由 此 分 划 Dr ,得 Riemann 意义 下 的 BI 和 已 人 王 1,2，……,z) 与 大 和 Sr、 小 和 sk 及 上 
积分 和 下 积分 : 
B!= supf (x) ,6!= inff (7) ,i = 1,2, ns 
TEA: 了 TEAi 


SR 一 DY BCri 一 2-1D sR 一 ACE 
i=1 i=1 


b b 
CR)| fdr = inf{ se} ,CR)| fdr = sup{sr}。 


由 该 (R) 积 分 分 划 DE ,我 们 可 得 [a ,bj 上 的 一 个 民 ) 积 分 的 分 划 D: 
[xo sl ) "°° ,Lx ,XTX,) 9 [1 ,Tv |。 


令 


1 一 [x; ri 一 1,2,… ,7 一 ]。 


E, 一 [zs ,XT, |。 


E,CAii = 12, ,no (20) 
由 分 划 Di ,又 可 得 Lebesgue 意义 下 的 B; 和 5;(i 二 1,2,…,n) 与 大 和 Si、 小 和 
sL 及 上 积分 和 下 积分 : 
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已; = supf (x),6; = inf f(x),i = 1,2,.. ,no 
2€E, EE, 

Si = > Bi (zi 一 XU).5 = Dbilz 一 Xi)。 
i=1 i=1 


| dz = in{{S,}, | fdrx = sup{sr}。 
[abl La.b] 


这 样 , 由 式 (20) 及 上 .下 确 界 的 性 质 ,可 知 
六 有 二 B 雪 Bi 一 1,2 nm。 


故 
SR 去 9 二 SR。 
仍 由 上 .下 确 界 的 性 质 , 有 
subflsR}) sup{sr} < 委 inf(S < inf{Sk}, 
即 
‘R)| fdzr < |, fdr < (0)| fdr < (RY| fax, 
由 此 ， 


b re 
了 A(R) 可 积 一 -| dz = CB)| dz 


=—> (| dz = CD)| fdr 
Le] La.b] 


一 => f(L) 可 积 。 
因 当 f(R) 可 积 时 ,两 种 积分 的 值 均等 于 其 上 .下 积分 的 共同 值 , 因 此 ,两 种 积 
分 值 必 相等 。 


Dirichlet 函数 就 是 (L) 可 积 而 (了 R) 不 可 积 函 数 的 一 例 。 
二 、 在 mE 一 十 co 条 件 下 , 非 负 可 测 函 数 的 积 


本 段 在 mmE < 十 ce 条 件 下 ,建立 非 负 可 测 函 数 的 积分 的 概念 和 人 性质 。 
(一 ) 截断 函数 
1. 截断 函数 概念 
定义 2.2 设 mE < 二 o,f 为 E 上 的 非 负 函数 ,YnEN, 在 上 令 
(z)， 当 x (z) 雪 2 时， 
wen 人 
称 {f(x)), 为 f(x) 关于 7 的 截断 函数 。 
按 此 定义 , 当 f 满足 定义 2. 2 之 要 求 时 ,我 们 即 得 一 关于 f 的 截断 函数 列 ，: 
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(fOr {flr}, (f(r) ,se 
注意 ,记号 {fCxo)), 的 含义 为 {fC(7)), 1 。 
2. 截断 函数 的 性 质 
为 建立 非 负 函数 的 (1) 积 分 ,我 们 必须 首先 深刻 认识 .熟练 掌握 截断 函数 的 各 
种 性 质 。 这 些 性 质 ,虽然 看 起 来 比较 简单 ,但 却 都 是 掌握 好 (L) 积 分 概念 所 必需 的 
基本 技能 。 对 这 些 性 质 ,大 部 分 由 读者 自 证 。 以 下 均 设 f,g 为 巨 上 的 非 负 可 测 函 
数 。 
性 质 1 YnEN, 有 
Ci) (f(x)}, = min{ f(x),n}, VrTEE, 
(ii) Y zo ELE, 同时 有 : 
{fro)}, SQ f(r) 和 {fz}, Eno 
性 质 2 ” 当 / 为 非 负 可 测 函 数 时 ,/ 的 任何 截断 函数 均 为 已 上 的 非 负 有 界 可 测 
函数 ,因而 也 是 巨 上 的 ( 非 负 有 界 ) 可 积 函 数 。 
性 质 3 若 f 为 E 上 的 ( 非 负 ) 有 界 消 数 , 则 当 充分 大 后 , 即 有 
{f(x)}, 三 f(x), VrEE, 


C1) (fz)}, {fr)}n, VrEE; (21) 
《ii) lim{ f(x)}, = f(x), VzrEE; (22) 


Gi lim | {fl,dx 存在 (其 值 有 限 或 为 + cc) 。 
证 明 
证 (i) ;Vro EE。 
当 f(zxo) 之 nn 十 1 时 ,有 
{f(x0)}, Sf xo), 
{f(zo)}n = f(r), 
故 式 (21) 成 立 。 
当 /zxzo) 之 ?十 1 时 ,有 
{FCzo)) = n, 
{fr} 一 2 十 1。 
故 式 (21) 也 成 立 。(iD 得 证 。 
证 (iD :VxoEE。 
当 f(zxo) < 十 ce 时 , 则 3m EN, 使 得 
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{f(xo)},:n = 12， 
= (1 27 yzo)， fro) ,es fro) ,se}o, 
当 f(xo) = 十 co 时 , 则 
ttFCzo)) :一 1,2,) 一 11 2)。 
故 知 式 (22) 总 成 立 。(ii) 得 证 。 
证 Gii) ;由 (i) 及 积分 的 单调 性 即 得 。 
性 质 5 VnEN,YxEE, 有 
{f(xr) + g(r))}, 
{f(r}, + (g(r)), 
{f(r) + gr)},,。 
(二 ) 积分 概念 
定义 2.3 设 mE < 十 ceo, 为 下 上 的 非 负 可 测 函数 , 称 


lim| (Pdz 


为 /在 EE 上 的 Lebesgue 积分 或 积分 , 记 为 (L) | rdz 或 | rdz。 车 了 在 E 上 的 积分 


值 有 限 , 则 称 /为 己 上 的 (测度 有 限 函 数 非 负 意义 下 )Lebesgue 可 积 函 数 ,或 简称 为 
可 积 函 数 ,也 称 f 在 上 可 积 。 
注 3 易 知 ,车 f 在 E 上 非 负 可 测 , 则 


o< | fdr<to. 

(三 ) 积分 的 几何 意义 

定理 2.9 设 mE 二 十 co,f 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 
| .faz = mG(E,/). 


证 阴 | .far 
= lim | .47jdz (定义 2.3) 
= limmG(E,(f),) (定理 2. 3) 
= mG(E,f). 《截断 函数 性 质 2 和 4, 下 方 图 形 性 质 7) 


(四 ) 积分 的 初等 性 质 
定理 2. 10( 积 分 的 可 加 性 ) 设 mE < 十 cc, 和 8 为 E 上 的 非 负 可 测 肖 数 , 则 
| cr+edz 一 | raz+| edz。 (23) 
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”| 实 变 函 数 


证 明 ”由 了 和 g 之 非 负 可 测 性 . 知 f 十 g 的 非 负 可 测 性 , 故 式 (23) 两 端 之 各 个 
积分 均 有 意义 。 
YnEN, 有 
(f(x) g(x)), {fxr)}), + (g(r)}, (Coz) 十 gz)) YrIEE, 
二 有 
[tradr<| (fdrt| ghdr < | {f+ ae}adr 
令 n 一 吕 0, 有 
J+adqr<| fat| gdr<)| or+edr， 
即 得 式 (23)。 证 毕 。 
定理 2.11 设 
E= EUE.,,ENMNE, 二 他。 
其 中 Ei ,EFE; 均 可 测 且 测 度 有 限 , 又 设 f 为 E 上 的 非 负 可 测 阻 数 , 则 
| .far 一 | far+| dy。 
证 明 ”由 可 测 函 数 的 性 质 ( 定 理 4.3.3) 知 ,f 在 El 和 已 :上 均 非 负 可 测 , 故 


| .far = ee (积分 定义 ) 
一 lim(| 17 ), dx + f},dr) (定理 2.7) 


= lim| {fhdz + lim|, {fdr 


- |, far+|, dr。 (积分 定义 ) 


定理 2.12 设 mE 一 十 co,E 为 下 的 可 测 子 集 , 又 设 了 是 正 上 的 非 负 可 测 函 
数 , 则 


|. fdr < | fqr. 


证 明 ”只 要 将 下 表示 为 
E= E,U(E\E), 
然后 用 定理 2. 11 和 积分 值 的 非 负 性 ,结论 即 可 得 证 。 


三 、 非 负 可 测 函 数 的 积分 
本 段 在 一 般 可 测 集 已 上 ,建立 非 负 可 测 函 数 的 积分 的 概念 .性 质 和 极限 定理 。 
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(一 ) 点 集 的 有 限 测 度 单 调 覆盖 
定义 2.4 设 互 为 Re 中 的 可 测 集 , YAEN, 令 
FE: = ENMNOC(9,A) (MN E: = ELp(x,0) < &)), 
则 称 集 列 {EF*} 为 E 的 有 限 测 度 单调 覆盖 。 
例如 ,在 R' 中 ， 
FE: = ENI[—k,k], k=1,2,,。 
易 证 ,E 的 有 限 测 度 单调 覆盖 {FE*) 具 有 性 质 . 
(i) EF: 均 可 测 且 
mE* <+ coo, k=1,2,.; 
(iD EICEC. CEC.; 
di) E=UE’; 
(iv) mE = limmE”; 


(v) 车 /在 E 上 非 负 可 测 , 则 了 在 每 一 下 上 均 非 负 可 测 , 且 


| far < | ,fax, k=1,2,.…， 


lim[ ,fdx 存在 (其 值 有 限 或 为 十“)。 
(二 ) 积分 概念 
定义 2.5 设 EE 为 R" 中 的 可 测 集 ,f 为 已 上 的 非 负 可 测 函 数 , 称 


lim| dx 
k=2 yk 


为 在 E 上 的 Lebesgue 积分 或 积分 , 记 为 (1)| /dz 或 | fdr。 车/ 在 E 上 的 积分 


值 有 限 , 则 称 /为 已 上 的 ( 非 负 )?Lebesgue 可 积 函 数 ,或 简称 为 可 积 函 数 ,也 称 了 在 王 
上 ( 非 负 ) 可 积 。 
注 4 易 知 , 若 了 在 下 上 非 负 可 测 , 由 


0 < | /dz 二 十 co。 
(三 ) 积分 的 几何 意义 
定理 2.13 设 E 为 R" 中 的 可 测 集 ,f 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 
(i) | fdr = mG(E,/); 
E 


(ii) /在 E 上 ( 非 负 ) 可 积 <>mG(E,/) < 二 co。 
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证 (i) : 
| dz 一 lm| Fadz (积分 定义 ) 
= limmG(B (定理 2. 9) 
= mG(E,/). (下 方 图 形 性 质 8) 
结论 (ii) 是 显然 的 。 


(四 ) 积分 的 初等 性 质 
定理 2.14 设 忆 为 Re 中 的 可 测 集 , 则 


| ldx = mE,. 
E 


证 明 | adz = mmG(E,1) = mE. 


定理 2.15 设 : 

1 EE 一 UE,, 其 中 庄 EE, 均 可 测 且 两 两 不 交 

2" /为 已 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 

则 
je 
证 明 
| fdr = mG(E,/) (积分 的 几何 意义 :定理 2. 13) 

= SmGE,,/) (下 方 图 形 性 质 2) 
= P| fdr (积分 的 几何 意义 :定理 2.9) 


定理 2.16 设 已 可 测 ,Bo 为 下 的 可 测 子 集 , 又 设 /为 巨 上 的 非 负 可 测 函 数 。 


| dz 过 | raz。 


此 定理 由 读者 自 证 。 
定理 2. 17( 积 分 的 单调 性 )” 设 ff 和 g 均 为 可 测 集 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 
f(x) gx), VrEE, 


光 
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[are hee 

证 明 用 积分 的 几何 意义 和 下 方 图 形 性 质 4 即 得 证 。 

定理 2.18 设 / 和 &g 均 为 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 
在 EEF,f dU. ee. g， 


则 


jd 加 | sd。 
证 明 用 积分 的 几何 意义 和 下 方 图 形 性 质 6 即 得 证 。 
定理 2.19 设 f 和 gg 均 为 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 
| or+edz= | /fart| gdr (24) 


证 明 由 /和 g 之 非 负 可 测 性 , 即 知 了 十 g 之 非 负 可 测 性 , 故 式 (24) 左 端 之 积 
分 有 意义 。 


VkEN, 由 定理 2.10 有 
|, (f+g)dr 一 [fart | ,gdr. 
令 & 一 co, 由 积分 之 定义 , 即 得 式 (24) 。 


推论 4 设 f 和 g 均 在 集 E 上 ( 非 久 ) 可 积 , 则 /十 g 也 在 互 上 ( 非 负 ) 可 积 , 且 
式 (24) 成 立 。 


定理 2.20 设 f 为 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 ,cER',c 宇 0, 则 
| crdz=c| fax. (25) 


证 明 由 f 之 非 负 可 测 性 , 知 cf 之 非 负 可 测 性 , 故 式 (25) 左 端 之 积分 有 意义 。 
不 妨 设 c > 0。 


(I ) 当 c 二 2 时 ,由 定理 2.19, 结 论 显 然 成 立 。 
(I) Yn€EN, 当 cc 二 nn 时 ,由 归纳 法 可 证 结论 成 立 。 


CU) VnEN, 当 < 二 二 时 , 因 二 太 非 负 可 测 , 故 由 ( 卫 ), 有 
| 3)dz 一 中 一 dz， 
因而 
J 


CNY ) 由 上 述 结果 ,显然 当 c 为 正 有 理 数 时 ,结论 成 立 。 
(V) 当 c 为 正 无 理 数 时 ,存在 有 理 数 列 {r,} 和 {x,} ,使 得 
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六 <Cc< nm 1 一],2，……， 


上 
rr Cc rh CcC(n—> oo)。 


由 


rf(r) ef lr) nf VrEE, n=1,2,., 
及 积分 的 单调 性 ,有 
| .rar < | cfar < | rifar, 7 一 1)2,……。 
E E E 
由 (NV), 有 
"| far<| etdar<rl fdr, n= 1,2,.…, 
> E FE 
今 n 一 02, 得 
c| far<| efdr<e 了 dz。 
E E E 
即 得 式 (25)。 


推论 5 ”车 函 数 / 了 在 正 上 ( 非 负 ) 可 积 , 则 Y cER',c 之 0,cf 均 在 上 可 积 , 且 
式 (25) 成 立 。 
定理 2.21 设 f 为 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 


| /ax 一 0 
则 
在 E 上 ,f/f 0。 
证 明 
(1) VaER',a>>0, 邻 
E, = E[Lf/ 之 a J]， 
则 必 有 


mE, = 0。 (26) 
事实 上 ,由 已 知 条 件 和 本 段 中 已 建立 的 性 质 , 不 难 证 得 


0<amE,=—a| ldz= | «dr <| fdr<| far=0 
E, E, E, E 


从 而 得 式 (26) 。 
(CI 》 因 


E[f>0]=UEL/> 二]， 
又 由 ( 工 ) 知 
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mE{/ 之 二 ] = 0， n= 1,2,.,， 
故 有 
mE[f>0]=0, 
即 在 上 ,ff 和 0。 证 毕 。 
(五 ) 极限 定理 


可 像 3 5.1 中 一 字 不 差 地 建立 Levi 定理 ,Lebesgue 逐 项 积分 定理 和 Fatou 引 
理 。 


四 、 一 般 可 测 函 数 的 积分 
此 段 内 容 与 $ 5. 2 相同 。 
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笋 知 与 过 5 党 


( 右 侧 括号 内 的 数字 是 该 符号 第 一 次 出 现 或 给 出 定义 时 的 页 码 ) 
寺 > ” 充 要 条 件 , 等 价 


WW DD WW DD ~ 


CS 
pk 


上 . » . . 四 a . 
. 四 . . 四 . 站 . 四 

一 ”天 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 

— — — ~ ~ ~ ~ 


DO a > 避 


limA， 集 列 {A,} 的 下 限 集 ee (10) 


Xo 可 数 集 的 基数 i D0.) 


了 及 nn 维 欧 氏 空间 pp (12) 
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EE 集 互 的 闭 包 


B Borel 集 族 . 


mE 集 EE 的 测度 
M 可 测 集 族 …………… 


fi(x) f(x) 的 正 部 


f(x) f(z) 的 负 部 


ff 二 gva.e. 于 E 在 E 上 了 与 g 几乎 处 处 相等 … 
万 一 六 ae. 于 E 在 E 上 ff 几乎 处 处 收敛 于 f… ， 


G(E,f) 了 的 下 方 图 形 ……………… 
f, 之 ff, 依 测度 收 敏 于 万 ………… 


E, (或 (E),) 五 在 ze 处 的 蕉 日 
Ew (或 (E)w) 巨 在 yo 处 的 截 口 


f(y) f(z,y) 在 zx 二 zo 时 的 截 口 函数 


fo(z) f(zsy) 在 y 一 yo 时 的 截 口 函数 ee 


VP 了 在 [a,6] 上 的 全 变 差 ee 


BV[a,6] [a,6b] 上 有 界 变 差 函 数 的 全 体 ee 
ACla,b|] [a,6] 上 绝对 连续 函数 的 全 体 pp 


R ”jy* 可 测 集 族 ， 
(X,S) 可 测 空间 
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《 右 侧 括号 内 的 数字 是 该 名 词 第 一 次 出 现 或 给 出 定义 时 的 页 码 ) 
字母 


Borel 集 pp (58) 
Caratheodory 和 条件 (78) 
Gs 集 (58 ) 
56 代数 (57) 
Lebesgue 可 测 集 Ne (78) 
Lebesgue 可 测 函 数 PN (105) 
Vitali 覆盖 (183) 
pp” 可 测 集 0 (220) 


| 
天 | 


a OLS 


| 
男 | 


光平 处 处 成 训 证 C1045 
几 平 处 处 有 限 司 cor io ee en C105) 
几乎 处 处 相等 eee. (105) 
几乎 处 处 收 钱 上】 (105) 


il 
国 
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广义 实 了 因数 ee 


耳 
男 | 


不 可 数 集 .……… We 


H 
加 


可 数 基数 …… 


可 数 集 (可 列 集 )… es 


右上 \ 右 下 .左上 ,左下 导数 ， 
右上 、 右 下 \` 左 上 ,左下 极限 
代数 数 … 
外 测度 


处 处 收 敏 …… 


+ 


加 | 


sea | 斋 


"(69) 
(100) 
" (71) 
(51) 


上 实 变 鸭 数 


有 限 测 度 单调 覆 闵 .pp (245) 
有 限 履 六 (51) 
有 界 变 差 国 数 pp (182) 
有 界 集 (41) 
连续 基数 (29) 
至 多 可 数 集 (22) 
自 密集 .53) 
全 蛮 姜 (194) 
全 变 差 函数 (196) 
闭 邻 场 … ns (41) 
闭 集 (47) 
导 梨 ns (42) 
导数 (1187) 


a 
辆 | 


余 集 nn (6) 
完全 测度 (223) 
完备 集 ( 47) 


环 《209) 
直径 (42) 
构成 区 闻 (59) 
依 测度 收 伍 5 (117) 
邻 域 和 4 ) 
启 闵 ee (182) 
逆 上 映 英 nn (17) 
章 射 和 (16) 
单调 族 站 pp (5209) 
预 立 点 42 ) 
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函数 的 正 部 .PP 


函数 的 负 部 pe ees eo ta mn 


i 
辆 | 


递增 集 列 、 递 威 集 列 
测度 
测度 空间 

绝对 连续 沙 数 … 


基本 焦 站 Ne 
基数 ( 势 ) 
距离 


简单 范 数 nn 


截 口 … 


截 口 国 数 站 
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